ANNALES 


SCIENTIFIQUES 


JQULE NORMALE SUPÉRIEURE 


PUBLIÉES SOUS LES AUSPICES 


> DU MINISTRE DE L'INSTRUCTION PUBLIQUE 


DE RÉDACTION COMPOSÉ DES MAITRES DE CONFÉRENCES DE L'ÉCOLE 


Publication fondée en 1864 par L. PASTEUR 
continuée de 1872 à 1882 par H. SAINTE-CLAIRE DEVILLE 
de 1883 à 1888 par H. DEBRAY 
de 4889 à 41900 par Ch. HERMITE 

et de 4901 à 1917 par G. DARBOUX ~ 


TROISIÈME SÉRIE 


TOME QUARANTIÈME — ANNÉE 4923 


(58° VOLUME DE LA COLLECTION) 


= 


eee PARIS 1923 
__ GAUTHIER-VILLARS ET Ci, EDITEURS 


KRAUS REPRINT 
__ Nendeln/Liechtenstein — 
3 F7 DOR. 


= 


\ 


ex 
pe 
fated 
a 
acs 2e 
ae 
CH 
je = 
mi) 
—. 
— 
om 


~ SCIENTIFIQUES 


ANNALES 


EN 


OL 


À ANNALES 


SCIENTIFIQUES 


PÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 


PUBLIÉES SOUS LES AUSPICES 


DU MINISTRE DE L'INSTRUCTION PUBLIQUE 


PAR 


UN COMITÉ DE REDACTION COMPOSÉ DES MAITRES DE CONFERENCES DE L'ÉCOLE 


Publication fondée en 1864 par L. PASTEUR 
continuée de 1872 à 1882 par H. SAINTE-CLAIRE DEVILLE 
de 1883 à 1888 par H. DEBRAY 
de 1889 à 1900 par Ch. HERMITE 
et de 1901 à 1917 par G. DARBOUX 


TROISIÈME SÉRIE 


TOME QUARANTIÈME — ANNÉE 1923 


(58° VOLUME DE LA COLLECTION) 


PARIS 1923 


GAUTHIER-VILLARS ET Cie, EDITEURS 
a 
KRAUS REPRINT 
Nendeln/Liechtenstein 
1971 


Reprinted by permission of the original publishers 


KRAUS REPRINT 
A Division of 
KRAUS-THOMSON ORGANIZATION LIMITED 
Nendeln/Liechtenstein 
1971 


Printed in Germany 
Lessingdruckerei Wiesbaden 


COMITÉ DE REDACTION : 


Sciences mathématiques. Sciences physiques. Sciences naturelles. 

MM. MM. MM. 
…_  P. AppELL, de l’Institut. H. ABRAHAM, Professeur à la | L. BerrranD, Professeur à la 
_ E. Borex, de l'Institut. Sorbonne. is Sorborne. | 

E. CARTAN, Professeur à la M. BRILLOUIN, de l’Institut. Je COSTANTIN, de l’Institut. 
Sorbonne. A. Corton, Professeur à la | F. WazurRANT, de l'Institut. 

E. Goursar, de l’Institut. Sorbonne. : 

3, Hapamann. de l'Institut R. se Professeur à la 

+ he ‘ i Sorbonne. 

=. Bens, de iS ae E. PÉCHARD, Professeur à la 

H. LEBESGUE, de l’Institut. Sorbonne. | 

P. PAINLEVÉ, de l’Institut. j. Vioe, de l'Institut. 

E. Picarp, de l’Institut. 

E. VESSsi0T, Professeur à la 


Sorbonne. 
ADMINISTRATION : 
MM. Ewite Picarp, Secrétaire perpétuel de l’Académie des Sciences............. Directeur. 
HENRI ABRAHAM, Professeur à la Sorbonne ...... Se bn BL dde axe Secrétaire. 
Trésorier. 


ÉCENNES PRAUZELLIER et le pa per ERA EE TOR See SPAS eae 


wa 
Jone sk pds: 4 
LEE EN “À it 1 : 
TE sisi a 
AUTRE 194 
total | oly ta ve ue" | 
21111 1M PE an waa a 
~ 6 rt ae 
L ae 14 
ni} ab te agra LE 


vu Re A ae 


Hi ee rete. | tar A 
reed 


# 
ie 


HOT ANTANAIMGA 


‘ 


4 
oasis Pod aerdewes i ob long TAG Meds ECS ant CE 
. ++. Sheed of see aient rans 

M aime, vee ENNASSTORNT 


MN RS ae 
eet 
“a 


7 


ANNALES 


SCIENTIFIQUES _ 


L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 


SUR 
LES MODULES DES LÉROS DES POLYNOMES 


Par M. P. MONTEL 


1. Je me propose d'établir quelques théorèmes d’algébre d’un 
caractère élémentaire donnant des limites supérieures des modules de 
; certains zéros des polynomes P;(x) assujettis à vérifier des conditions 
déterminées. a 
Si, par exemple, on fixe les p +1 premiers coefficients d’un poly- 
nome de # + 1 termes 


a Py(v)SayHayrt+...+ a,x? +..., 


4 nous verrons que ce polynome a toujours p zéros intérieurs à un cercle 
de centre origine dont le rayon ne dépend que des valeurs a,, a,, ..., a, 
et du nombre des termes du polynome. | 

Plus généralement, supposons que l'on fixe les valeurs de P,(x) et 
de certaines de ses dérivées en / points distincts donnés æ,,x,, .….,æ}, 
par exemple les valeurs 


Pile. Pie) PE" (2), 


LES RS de eke LES 


Px(æ2),' PiGas)aluhe: PET (a2); 
Px (£n), Pi ral: em Part, ). 


2 où 


Si #4, a, +...+%,=p+t, ces valeurs déterminent un poly- 
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nome P(a) dont le degré est effectivement p, à moins que les valeurs 
données ne vérifient une relation particulière. 

Dans ces conditions, le polynome P;(æx) a toujours p zéros dans un 
cercle de centre origine dont le rayon ne dépend que des affixes des 
points donnés, des valeurs données en ces points, et du nombre des 
termes du polynome R(x) lorsque P,(x) a été mis sous la forme 

Pa(z)=P(r) +Q(z)R(z), 


ou 
Q(z) = (a — 2.) (2 tg)™.. (2 — 2)". 


Ces théorèmes sont à rapprocher d’une autre catégorie de propo- 
sitions qui se rattachent directement aux diverses généralisations du 
théorème de Picard. En effet, dans chacun des cas que nous venons 
d'indiquer, l’un des polynomes P,(x) ou P;(æx) — 1 a certainement 
p zéros dans un cercle de centre origine dont le rayon ne dépend que 
des quantités données mais non du nombre des termes. Si l’on supprime 
l'alternative pour les polynomes P;(æx) et P,(a) — 1, le nombre des 
termes intervient dans l’expression du module maximum des racines. 
A chaque proposition de l’un des groupes correspond une proposition 
de l’autre, obtenue enremplagant!’expression « P,(a) ou P;(x)— 1 » 
par « P;(æ) et Py(x)— 1 ». 

Enfin, lorsque les polynomes considérés vérifient des relations 
fonctionnelles particulières telles que l’existence d’un zéro pour l’un 
des polynomes entraine l'existence, pour l’autre polynome, d’un zéro 
de module inférieur ou égal à celui du premier zéro, les propositions 
des deux groupes deviennent les mêmes. 

Les principaux résultats de ce travail ont été présentés à l’Académie 
des Sciences le 27 mars et le 8 mai 1922. 


2. M. Landau a démontré que l'équation 
1+r+ax"=0o (a>1) 
a toujours une racine dont le module est inférieur ou égal a 2 et que 
l'équation 
1+ 2+ bx™+azr"=0 (Ai<m<n) 


a toujours une racine dont le module ne dépasse pas un nombre fixe — 
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y 


a. fay: ee ie 2 
inférieur à 5< 


ow 
CE 


Il a posé la question de savoir si l'équation 
k + 1 termes | 


Pr(t)=i+ x + ax + ait... tap ia" = 0 


(I Een RES) 


a toujours une racine dont le module ne dépasse pas un nombre 2(#) 
ne dépendant que du nombre des termes du polynome P;(æ) ('). 

Je me propose de démontrer qu’il en est effectivement ainsi et que 
le nombre 9(/) a la valeur très simple #, cette valeur maximum 
n'étant atteinte que pour le polynome unique P,() dont toutes les 
racines sont égales à — /. J’établirai donc la proposition suivante : 


. 3. THÉORÈME. — L’équation 


Pye) tt e+ aya + aga +...- an_-,r2™%4=0 


(Tit <= le re pes) 


a toujours une racine dont le module est inférieur ou ak ak. Cette valeur 
maximum du module de la racine de plus petit module n'est atteinte que 


pour l’équation 
ae: 
(: + z) Sy: 


Considérons d’abord l’équation 


P,(r)=1+x+azx"—o (1<n) 


I , . . 
et formons, en posant x, = -» l'équation aux inverses 


Qua)=rt+att+az 0. 


La dérivée du polynome Q,(2,) est 
Q(r:) = #75 * [= (— aE 


(1) Ueber den Picardschen Satz (Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesell- 
schaft in Zürich. t. LI, 1906, p. 316-318). — Sur quelques g vénéralisations du théorème 
de M. Picard ( Annales scientifiques de l'École Normale LL faa 3° série, t. XXIV, 


1907, p. 179-201). 
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elle admet une racine dont le module 1 — - est supérieur ou égal a =. 
Si toutes les racines de Q,(a,) étaient situées a l’intérieur du cercle 
de centre æ,— 0 et de rayon = il en serait de même des racines de 
Q!(x,) d’après un théorème de Lucas. Il y a donc au moins un zéro 
de Q,(x,) dont le module est supérieur ou égal à -. Le zéro du poly- 


nome P,(2:) qui est l’inverse de celui-là a donc un module inférieur 
ou égal a 2. 

Supposons maintenant établi que le polynome P,,(x) a un zéro 
dont le module ne dépasse pas Æ — 1, et proposons-nous de démontrer 
que le polynome P;,(x) a un zéro dont le module ne dépasse pas #. 


I 
Posons encore x, = = et formons le polynome Q;(x,) dont les 
zéros sont les inverses de ceux de P;(x), 


Qy (2) SLR wt ay D, yg LIE + ay 


et 
à Qi (21) = 24 dk rl 


rpg bé 
| \ nr; : 


n : Ty - 
+ (ie PE) manie (1 25 4, #1 
\ Nk-1 UT En 


Dans le polynome entre crochets, faisons le changement de variable 


I 
10e (: TT =m) By 


il vient 
I 
Tir + (1 +) a SRE = ey yp oh 
‘ rary Por DRAC 
he Vis 
= (1 
(=) Ru, 
avec 
Rx: (X;) = XGt-e XL + (: re) =) Ds RS Vars 
x Ney of 


Ce polynome ak termes et ses zéros sont les inverses de ceux du 
polynome 
Py-4(X)=1+X+...4+ a, Xi, 


OPEN PEU 


NRA RSS LCL EE 


irons OTe ile fol t 
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où l’on désigne par 4, , le terme constant de R(X, ). Le polynome 
P,-,(X) a, par hypothèse, un zéro dont le module ne dépasse 
pas # — 1, donc Ry_,(X,) a un zéro X, tel que 


= 


l'égalité n’ayant lieu que pour n,_, = k. 
La dérivée de Q,(a,) a un zéro de module supérieur ou égal à 7 


D'après le théorème de Lucas, le polynome Q;(a,) a aussi un zéro 


dont le module n’est pas inférieur à +, et le zéro inverse de P,(a) a 


k 
un module qui n’est pas supérieur à &. 

La proposition est évidente pour # = 1, elle est donc générale. Nous 
avons donné la démonstration relative à a ee = 2 pour bien indiquer la 
marche à suivre. 

Cherchons maintenant si le maximum peut être atteint pour un 
polynome particulier P,(x). Il faut d’abord que n,, = # et alors 


Pr(x)=1+x+ax?+...+ ay xt. 
Le polynome aura alors un zéro dont le module est & et le polynome 
Q;(x,) aura un zéro dont le module est z3 c’est le zéro dont le module 
est le plus grand. Le centre de gravité du système des points ayant 
pour affixes les zéros de Q,(a,) est le point d’aflixe — x Si les zéros 
de ce polynome sont distincts, comme ils sont à cata ou sur la 
circonférence du cercle de centre x, = 0 et de rayon 7 » leur centre de 
gravité serait intérieur au cercle; il est donc nécessaire que tous les 


, » Q I ‘ Q 
zéros soient confondus avec le point — 7 et que, par suite, tous les 


~ zéros de P,(2) soient confondus avec le point — /. On obtient ainsi le 
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lynome 
poly ok 


5 x. 
(+=) =I1+ 7+...+—: 
. amy he 

4. Si l’on veut se borner à démontrer l’existence de 9(/) sans 
chercher a déterminer la forme de cette fonction, on peut opérer plus 
simplement. M. Sarantopoulos a annoncé qu’il possédait une démon- 
stration de l’existence de 9(/) ('). Voici une démonstration particu- 
litrement simple que son auteur, M. Casabonne, a bien voulu nous 
communiquer. 

Soit x,_, la racine de plus petit module de l'équation 


Py (@) SI +O + a, 2%+...4+ @g at" 30, 
obtenue en supprimant le dernier terme de |’équation, 
P,(x)=1i+z+ax"+...+ ap em" Gp LM = 03 
faisons le changement de variable 
C= 2p a D. te 
il vient 


P,(x) = X(...)+ ag i(xr 1 + X)"-= 0, 


le produit des racines de l’équation en X est égal à + x%*=", il y a donc 
une racine X de cette équation dont le module ne dépasse pas |x4_,|; 
la racine x correspondante, 


TL — ZT}: + ne 
est telle que 
|x] S] rea] +|X]S2] enafi 
donc la racine x, de plus petit module de P,(x) =o vérifie l’inégalité 
| rx E 2] 22-4}; 
de mème : 


bte cof Lafarge]. 


donc 


(1) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 1. 174, 1922, p. 5g2. 


A 
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2(#) = ages 


3. Étant donnée l'équation 


P(.r)=a,+ar+...+a,2"=0 (4,6), 


: hy : = 5 
le changement de variable x: — me la ramene a la forme 
ay 


aj(itN 4 0: 


L'équation proposée a donc une racine dont le module ne dépasse 


» Si le nombre de ses termes est égal à 4 + 1. La limite supé- 


{ 
as 41% 
pas hy 
ricure du module de la racine de plus petit module ne dépend que 


‘de ay, a, et du nombre des termes. Cette proposition est à rapprocher 
du théorème de M. Landau, d’après lequel l’une des équations 


Pa 0: Peas) set 


a une racine dont le module a une limite supérieure ne dépendant que 
; de a,, a, et non du nombre des termes. Mais, tandis que le théorème 
4 que nous venons d'établir a un caractère élémentaire, la proposition 
de M. Landau est d’une nature plus élevée. 


ie 
te a … \ . > 
w 6. Supposons que le polynome P; (x) ait la forme 
% | I+ Aid + gat? +... + on er SE! He Ay EM He pit 
“ RE UT 
“a il contient # + 1 termes ct les coefficients a,, dy, .--, 43, Sont arbi- 
2. traires. Je me propose de montrer que le zéro de plus petit module de 
a ce polynome est inférieur à un nombre fixe 9(p, k) ne dépendant que 
4 des entiers p et & et de déterminer la fonction z(p, /). J'établirai pour 
&. cela la proposition suivante : 
ca 
4 TuéorèmE. — L'équation à k + 1 termes 
4 
4 Py (ve) Hit. al + a pt 4 apg DSO 
. LEA <a> ST is) 


dans laquelle le terme constant ct le coefficient de x’ sont égaux à l'unité, 
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a toujours unc racine dont le module ne dépasse pas le nombre 
PIE 
(pH) Wr 
Cette valeur maximum n'est atteinte que pour l’une des équations 
kh 


6). 
(: ae oe ) == 0; 


dans laquelle w est une racine p°" de l'unité, lorsque k est supérieur a p. 
, , FE: ne Re 
Dans l'énoncé précédent, C, désigne le nombre 


h(k —1)...(4 - p +1) 
Le EYE 


des combinaisons de # objets pris p à p. Le nombre # est toujours 
supérieur ou égal à p parce que les coefficients des termes en 
wv, 2°, ..., 2?-' sont comptés même lorsqu'ils sont nuls, tandis que les 
termes en x“, ..., 2% ne sont comptés que si leurs cocfficients sont 
- différents de zéro. 
Examinons d’abord l'hypothèse 4 = p; l'équation 


LH GT Hi. e+ TPS 0 


a p racines dont les modules sont r,,r,, ..., 7, et Von a. 


d'la TRES 


L'un au moins des 7; est inférieur ou égal à un. Par conséquent, la 
racine de plus petit module a un module inférieur ou égal à un. Si ce 
module est égal à un, toutes les racines ont pour module l'unité, 


car chaque racine doit avoir un module supérieur ou égal à un. On 
a donc 
2(P; P) =). 


Dans ce cas, le maximum du module de la racine de plus petit module 
est atteint pour une équation quelconque admettant comme racines 
p nombres arbitraires de module unité, assujettis à la seule condition 
que leur produit soit égal à un. 

Supposons maintenant que l’on ait démontré que 


o(p, k— 1) = VOR, 


! 


: 
Æ 
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et montrons que cette égalité reste vraie quand on y remplace # -- 1 
par 4. Considérons encore les polynomes 
Per) Sit... 27 + Ap rt... + ag ol 
et 
Quoi) Sept + DEP Da ae Le ap 
Calculons la dérivée 
Mir a ee Bike ai 
Me | UP ; 
X [rie +. tf DEP HE + li ——)az, |. 
\ LT ET y; 
Faisons, dans le polynome 
N pa 
* wpe. + (i 2) rik Ph (1 £ :) Ak_2 
Hi, \ Ni 
le changement de variable 
1 
> \P 
EN sal ae ) PE 
a 5 y ET 
il vient 
Nk—2 
Pg Pp P > k 
(es [Xjeetee + Xe... + ar]; 
! x 
à : 
fi le polynome R,.,(X,) entre crochets est déduit d’un polynome P,_,(x) 
| : I : : = 
re par le changement de x en —: Il a donc, par hypothèse, une racine X, 
zr pas 
f rs , s I . : 
i, dont le module est supérieur ou égal a NS eae La racine x, cor- 
eh respondante vérifie l’inégalité 
si 1 4 
2. P y d' P ip 1 
A LTii= | — X,/2(1—- — PEER SE SCA 
a | À | ( LUF oa | ; Is Wey o(p, k—1) 
6 
4 et, comme n,_,zk, 
’ (k— py ! 
. > i, |? ap = = 
it | | k het Ch 
+ eee : 
A L’égalité ne pouvant avoir lieu que si 2,_, = 4, auquel cas n, = p +1, 
ps Nyy = P+ 2, «++, 24 —1, et si l'équation en X, a une racine 


dont le module atteint sa limite inferieure ees ait 
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L'équation Q,(x,) = 0 a nécessairement une racine dont le module. 
, - Sa = 1 . , . 3 = CI 
n'est pas inférieur à 7—> sinon, d’après le théorème de Lucas, l'équa- 
vg 
tion Qi (x,)=o ne pourrait avoir une racine dont le module soit 
supérieur ou égal à ce nombre. Par suite, l'équation aux inverses 
’ ree ae ’ . PIR D 
Pv) = oa une racine dont le module est inférieur ou égal à VC, et 
la première partie de la proposition est démontrée. 
Voyons maintenant dans quelles conditions le maximum ¢(p, #) 


peut être atteint. Supposons d'abord 4 =p + 1. Pour que la racine x 


. À ; Pi 
de plus petit module atteigne sa valeur maximum o(p, p+1)=Vp+1, 
il est nécessaire que n,= p +1 et que l'équation en X,, qui est ici 


NG +. PR AE A À 


aitle module de sa racine X, de plus grand module égal à son minimum ft. 
Ceci exige que cette équation ait toutes ses racines de module unité. El 
en résulteque l'équation Q’,,,(.7,) = 0, qui n'a pas de racine nulle, doit 


avoir toutes ses racines sur la circonference de centre x, = o et de 


rayon ; - Pour que l’équation Q,,,(x,) = 0 ait sa racine a, de 


A he 
Vp+t 
plus grand module sur la même circonférence, il faut et il suffit que 
toutes les racines de Q’,,, soient confondues avec cette racine x,. Dans 
le cas contraire, en ellet, il résulterait du théorème de Lucas que Q’,, , 
a au moins un zéro intérieur à la circonférence. Ainsi, le polynome 


"rie. 
Q,.,(x,) a tous ses zéros confondus et leur module est égal à æ Comme 


le produit des racines de Q’,,(w, ) doit être égal à —. il faut que 


, . fe) 
ce zéro soit de la forme — >> avec w?=1. On a donc 


/ 


’ @ pil 
Qpei(er) — (1 + 2) , GP — 1, 


et 


AR ANS 
‘ PC) (4 + ) > WP— 1, 


4 ayant la valeur o(p, p + 1) == Vp +1. 
Supposons maintenant élabli que l'équation P, ,(æ) =o ne puisse | 
avoir le module de sa racine de plus petit module égal à son 


nn AE 


ee eee 


* 
24 
 , 
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maximum 9(p, & — t)sans que toutes ses racines soient égales, auquel 
cas ce polynome est nécessairement de la forme 


k-t 
Pri(æ)= (1+ 92) ; Qc 
et ' 
9=9(p, k—1), 


ct proposons-nous de démontrer que cette propriété subsiste pour le 
polynome P;(x). En effet, il est d’abord nécessaire pour que le 
module de la racine de plus petit module de P,(æ) — 0 soit égal 
à o(p, #) que 7, , = k et que l'équation R(X, ) correspondante ait, 
pour module de sa racine de plus grand module, la valeur minimum. 
Cela exige que R(X,) ait toutes ses racines égales puisque R(X,) a 
pour zéros les inverses des zéros d’un pobraoiie P,_,(x) pour lequel la 
propriété est supposée démontrée. Alors Q;(æx,) —o a toutes ses 
racines égales, cette équation n’ayant pas de ene nulle puisque 


A» = k—1; le module de la racine unique err ras - Il est alors 


nécessaire, d’après le théorème de Lucas, que Qi) ait toutes ses 
racines confondues avec la racine unique de la dérivée qui est de la 


[A] 
forme — = et l’on a 


k 

Q.( 44) = (a+ =| ’ 

avec w? = 1, pour que le coefficient de x” sait égal à 1. Alors 
k 

Pan) (1+ =) P= 1, 


7. Si l’on veut seulement démontrer l’existence de o(p, &), la 
méthode de M. Casabonne est encore applicable et conduit à la même 


inégalité 
o(P; k)S20(p, k— 1), 
d’où 
p(P: k)S2*-Po(p, p) = 2 P, 


puisque o(p, p) =1. 


8. Étant donnée l'équation 


2 Ag tA, +... + Ap LP+... 4+ Ant" — 0 (a, 0), 
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; ay \P aera, 5 
le changement de variable x = (2) X la ramène à la forme 
P 


ao(i+...+ XP+...)=0. 


L'équation proposée a donc une racine dont le module ne dépasse 
pas la valeur 


ao 
+ oo 
a 


P 
v4 Ck 


P 


si le nombre de ses termes est égal à & + 1. Prenons en particulier une 
équation de degré 7 et formons la suite des nombres 


; VAE Fr \/ 


l’équation proposée a au moins une racine dont le module ne dépasse 
pas-le plus petit de ces nombres, comme on le voit aussitôt en rame- 
nant à l’unité, successivement, chacun des coefficients non nuls des 
termes de l’équation. 


do | 
an 


% 


RP pit 
2 n a 


P 


ao 
a, 


ae 
a 


Ci 


Ainsi, lorsqu’on laisse fixes les coefficients a, et a, d’un poly- 
nome P(a), on voit que ce polynome admet un zéro dans un cercle 
dont le rayon ne dépend que de a,, a, et du nombre des termes du 
polynome. Ce résultat est à rapprocher d’un théorème de M. Landau 
d’après lequel, l’un des polynomes P(x) ou P(x) — 1 a un zéro dans 
un cercle dont le rayon ne dépend que de a, et a, et non du nombre 
des termes du polynome. Ici encore, la première proposition a un 
caractère élémentaire et se déduit du théorème de Lucas. 


9. Nous allons maintenant établir des théorèmes fixant une limite 
supérieure des modules de plusieurs zéros d’un polynome. Nous étu- 
dierons d’abord un cas simple, celui du polynome à # + 1 termes 


Py( 2) = 1+ a+ a at... + ap at — 0 
(2<n<1..<ny): 


Je vais démontrer la proposition suivante : 


THÉORÈME. — Un polynome à k + 1 termes de la forme 


1+ a+ a+, ,, + ag ia 


RES 
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a toujours deux séros dont les modules ne dépassent pas le nombre 


K(k +1 tes ‘ f | 
ae (rss à Li, Cette limite supérieure n'est atteinte que pour les deux 


ix\* kiz 
+ ae ? 
(: 5) (= =) 


Examinons d’abord l'hypothèse & = 2. Nous avons les polynomes 


polynomes 


Pi(x)=1+2!+ aya (8,7; 
et | 
Qi(ai) = ep au ay. 
_ Calculons encore 


Qi (a1) = map [et + (: z *)|: 


ny 


Le trinome entre crochets a deux racines dont le carré du module 
est 
2 > I 


TPE 
puisque ,>3. Donc la dérivée Q'(x,)a n, — 3 racines nulles et deux 


. . = « I , , = 
racines de module supérieur ou égal à VE représentées par des points B 


B PA 
A 


Fig. «1. 
vois) i ai et A’ =) du cercle du centre ori- 
et B’ voisins des points A(z) (7 


gine et de rayon NE (fig. 1). 
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Il en résulte que le polynome Q(x,) a une racine x; située dans la 
région I du plan située du côté de la tangente AT au cercle qui ne 
contient pas ce cercle et une racine x’ située dans la région II formée 
par le demi-plan, limité à la tangente A’T’ au cercle, qui ne contient 
pas ce cercle. Dans le cas contraire, en effet, si, par exemple, il n’y 
avait pas de racine dans la région I, une parallèle à AT, voisine de AT 
et coupant le cercle, laisserait un demi-plan contenant le point A et 
ne contenant pas de racine de Q(x,); d’après le théorème de Lucas, 
il ne devrait y avoir dans ce demi-plan aucune racine de la dérivée 
Q'(æ,) : or, il y a le point voisin de A. Les deux racines x, et x, sont 
donc placées dans les régions I et II et leurs modules ne sont pas infé- 


rieurs à A donc P(x) a deux racines dont les modules ne sont pas 
supérieurs à 9,(1)=\3. Pour que cette limite supérieure soit 
- atteinte, il est nécessaire que nz, = 3 et il faut que l’une des racines æ,, 
par exemple x’, vienne se placer sur la circonférence, donc au point A, 
l'équation P,(a) =o a alors une racine double de module ÿ3 et une 
racine simple : on obtient aussitôt 


Ov: (2) ( ea) 


Supposons maintenant établi que le polynome P, (x) a deux 
zéros dont les inverses sont placés comme on a dit et dont les 


P,(x)=1+2 + — 


modules sont inférieurs ou égaux à ®,(#— 1) =, et que le 


maximum ne peut étre atteint que pour un polynome ayant un zéro 
simple et un zéro d’ordre de multiplicité # — 1 et de module 9¢,; et 
démontrons qu'il en sera de même pour P,(a). Calculons de nouveau 


Quai) = ait + a aa, + ag 
1 k—1) 


Q(x) = = Rp Titi list [er + (: _ a) DR See +(-2 


2 
Axe 


et faisons le changement de variable 


EE . 


L à. 
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ll vient, pour le polynome entre crochets, 


Nk—-2 


2 2 


Le polynome R,_,(X,) entre crochets a comme zéros les inverses 
des zéros d’un polynome P;_,(x); il a done, par hypothèse, deux 


racines X' et X' dont les modules ne sont pas inférieurs a ner ee 

— 1 
Donc Q;(x,) a deux racines correspondantes x’, et x, dont les carrés 
des modules sont supérieurs à 


(:— =) I : (k—1) 1 
nas) PAT) * (K-41) 93(K—1) 93(K)’ 
car n,_,2k +1. 
D'autre part, puisque les zéros de X° et X‘ sont, par pauls 


situés dans les régions I et II correspondant au cercle de rayon —_—. 
CE = 1)’ 


les racines x’ et x! seront situées dans les régions I et II correspon- 


dant au cercle de rayon —— RE 


Donc, en appliquant de nouveau le théorème de Lucas, on voit 
que Q,(a,) a deux racines placées dans les régions | et II de ce dernier 
cercle. Par suite, P,(x) a deux racines dont les modules ne dépassent 
pas 9,(/). | 

En outre, le maximum ne peut être atteint que si n, , —#k +1 et si 


l'une des racines X' ou X' a son module minimum. Dans ce “ir le 


polynome R,_,(X,) a un zéro d’ordre # — 1 et de module ee uy ear GAL 
un zéro simple de module pine grand. Donc. Q,(2,) a un zéro 


d'ordre # —1 et de module —-; et un zéro simple de module plus 


oF) 
grand. Pour que l’un des denx zéros des deux plus grands modules 
de Q,(a,) atteigne son module minimum, il est nécessaire que ce zéro 
coincide avec le zéro d’ordre # — 1 de Q),(a,), comme le montre la 
figure. Donc, le polynome Q,(z, ) a un zéro simple et un zéro d’ordre # 


dont l’affixe est de la forme + ——~ en - Le polynome P,(æ) correspondant 
2” 
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admet le zéro +i9,(k) avec l’ordre de multiplicité 4 et un zéro simple. 
Il est nécessairement de la forme 


+S) (eS); 
(ES irae A 


la proposition est donc établie. 


10. J'ai obtenu des résultats moins précis pour le polynome 
ak +1 termes 


Py( xv) Sit P+ aye +... Gps TE 
(2<p<mm<...< ng) 


Je me bornerai a établir le théoréme suivant : 


Tuéorème. — Le polynome P,(x) admet p zéros dont les modules sont 
inférieurs à un nombre fixe 9,(k) qui ne dépend que du nombre k +1 
des termes de ce polynome. 


Pour démontrer cette proposition, nous nous appuierons sur l’étude 
faite par M. Walsh (') de la distribution des zéros de la dérivée d’un 
polynome par rapport à celle des zéros de ce polynome. Je me bornerai 
à utiliser ici un cas particulier du théorème général de M. Walsh et 
j'en donnerai une démonstration. | 

Supposons que les m zéros d’un polynome P(x) de degré m soient 
répartis en deux groupes : un groupe de p zéros extérieurs à un 
cercle (C) de centre origine et de rayon R.et un groupe de g = m — p 
zéros intérieurs à un cercle (c), concentrique au premier et de 
rayon 7< R. Je dis que les zéros de P(x) sont ou bien intérieurs à (c), 
ou bien extérieurs à (C), ou bien extérieurs à un troisième cercle (C,) 
concentrique aux premiers et de rayon R,. Si R,>r, il y a exac- 
tement g — 1 racines de la dérivée dans le cercle (c) et les p autres 
racines de cette dérivée sont extérieures à (C, ). 


(1) J.-L. Wausu, On the location of the roots of the Jacobian of two binary forms, and 
of the derivative of a rational fonction (Transactions of the American Mathematical 
Society, p. 101-116, vol. XXII, 1921); On the location of the roots of the derivative of a 
polynomial (Comptes rendus du Congrès international des Mathématiciens a Strasbourg, 
1921, p. 339-342). $n; 


— 


a 
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Soient x,, æ, ..., x, les p racines de P(æ) =o extérieures à (C) 
et pi, Lora, +++) Leg les g racines intérieures à (c). Si æ, est une 
racine de P’(x) = 0, ona 


‘ I I I li 
(1) © HE ————— st st... tO = 
Æo — Li Ly—Lp Ly — Lp+i Lo — Lin 


Supposons que «x, ne soit ni intérieure à (c) ni extérieure à (C) et 
faisons la transformation 


qui transforme en lui-méme le plan des x. L'intérieur du cercle (c) se 
transforme en l’intérieur d’un cercle (y) qui ne contient pas x, et 
l'extérieur du cercle (C) se transforme en l’intérieur d’un cercle (T) 
qui contient le point x, (fig. 2). Les points x, Ty vi; Bp corres- 


Fig. 2. 


LE ‘ ri . vr ne , “ > à . : t 
pondant à æ,, 22, *-., &p sont interieurs à (T) et les points x,,,,. 
ter» ., x, Correspondant a2,.,, Tp+2» nse æm sont intérieurs à (y). 
Soient C’ et n’ les affixes des centres de gravité des groupes 2,, 
' f , Q . . 1 . . 
Ley vey HOCH, 4, Logs ees Uns l'est intérieur à (T), n’ est intérieur 
Ann. Ee. Norm., (3), XL. — JANVIER 1923. 3 
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à (y) et ces points sont distincts car les cercles (y) et (T) n’ont aucun 
point commun. Ona 


/ 


wl, +2, +..-+ 2, =p’, 


Dhs +B peg es + Tin = qn. 
L’équation (1) devient 


p> (æo— x!) =0, 

t=1 
ou 
p(2—¢') + 9(2—n’')=0, 
ou encore ; 


nk oe es ie 
en désignant parC et n les points correspondant à (’ et n’ par la trans- 
formation homographique précédente. € est d’ailleurs fini, sinon on 
devrait avoir {= x, et par suite n—x,, ce qui est impossible. Le 
point & est extérieur à (C) et le point n est intérieur à (c), donc 


Inf£r, ISIZR. 
La valeur x, est donnée par 4 
pere" +98 
P+¢4 
d’où 
R— pr 
TE ni 


si le second membre est négatif, le point x, peut occuper n’importe 
quelle position dans le plan : il suffit de se donner n et ¢ et de prendre 
pour P (x) un polynome ayant une racine © d’ordre p et une racine » 
d'ordre 9, 
pei P(x)=(2—f)P(2—n)?. 


Si le second membre est positif, soit R, = poe » la racine zx, est 


extérieure au cercle de centre O et de rayon R,. Si R,>r, on doit 
avoir 
a gR—pr oh 
P+q 
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ou 
a da (a A al 
r q 


= 


T 


p étant fixe, cette inégalité est vérifiée lorsque m est assez grand ou 


lorsque le rapport À est assez grand. On a, d’ailleurs, toujours 


L'intérieur de (c) et l'extérieur de (C,) n’ont, dans ce cas, aucune 
partie commune; or, si tous les points æ,,,, Æpizs +.» Um sont con- 
fondus en n et les points æ,, æ,, ..., æ, en {,ily ag — 1 racines de la 
dérivée en n dans (c),p — 1 à l’extérieur de (C) en ©, et une racine 2, 
extérieure à (C,). Sion laisse p et q fixes et si l’on fait varier les coeffi- 
cients de P(æ) d’une manière continue, les zéros de P'(x) varient 
d’une manière continue et, comme aucun d’eux ne peut. ni entrer 
dans (c), ni en sortir, il y en a toujours g — 1 dans (c) et les p autres 
sont à l'extérieur de (C,). 

Cette proposition préliminaire établie, revenons au polynome 


Pr(z)=1i+2+axi+...+ art" 
(P<R<...< Ar) 
à £ + 1 termes. 

Sik— 1, on voit que P,(x) —1+ x? a p racines dont le module est 
égal à un; supposons que l'on ait établi que P,,(a) a toujours 
p racines dont les modules ne dépassent pas un nombre fixe 9,(& — 1) 
et montrons que P,(x) a aussi p racines dont le module ne dépasse pas 
un nombre fixe 9,(4). Formons encore 


Quai) = 2+ Zt P + ai Zp. 2 —ty 
P 


ny 
Q', (21) = Ar) En et il [+ ( — po) a Pt (: — =) ax , 


k—* 


. faisons de nouveau un changement de variable 


- 


20 P. MONTEL. 


le”polynome’entre crochets devient 
ke 


(:- P ) P [ X72 + Xt P+ ar]. 


Le nouveau polynome entre crochets, R;,(X,), a pour zéros les 

inverses des zéros d’un polynome P;_,(æ) du type considéré ici; donc, 

CE ) a p racines dont les modules sont supérieurs ou égaux 

à —— = = 5); Par suite Q/(æ,) a p racines dont les modules sont supé- 
P 

rieurs ou égaux a 


1 1 
Carte (ES) ao 
Nea] Op(kK—1)> \p+k—1/ op(k—1) 
car n,,2p+k—1, et, par conséquent, ne peut avoir plus de 
n,_, — p — 1 racines nulles ou voisines de zéro. 


Considérons les différents polynomes Q,(x,) et classons les racines 
par modules non croissants; ou bien les p premières restent supé- 


rieures à un nombre fixe » ou bien, il y a moins de p zéros qui 


I 
p(k) 
restent supérieurs à un nombre fixe; c’est-à-dire qu'il y a une infinité 
de polynomes Q,(x,) tels que, au moins les n,_,— p +1 dernières 
racines tendent vers zéro. Considérons ces polynomes, ils ont p’ <p 
racines de modules supérieurs à un nombre fixe R et n,_, — p’ racines 
de modules inférieurs à un nombre r arbitrairement petit. Nous avons 


vu que si 
R - ! 
Le ny 1+P 
r Nk-1— P 


le polynome Q, (x,) an,_, — p’ — 1 >m_, —p—xzéros situés dans le © 


cercle r. Or, 
nn tp. p+p+k—1 
ki — p= p= p+k—i 


on peut donc prendre r assez petit pour que l'inégalité 
R p+p'+k=i 


r rer ere k—1 


soit vérifiée. La dérivée aura plus de n,_,—p — 1 racines de modules 
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inférieurs à r et, comme on peut toujours supposer que ra été choisi 
inférieur à la limite inférieure trouvée plus haut pour les p racines de 
Q,(x,) qui ont:les plus grands modules, on est conduit à une contra- 
diction. Donc les p premières racines de Q,(x,) sont bornées inférieu- 
rement et le polynome P,(x) a p racines dont les modules sont 
inférieurs à un nombre fixe 9,(/). 

Par analogie avec les cas particuliers p =1, p = 2 qui ont été étudiés 
précédemment, on est conduit à penser que la valeur exacte de ®,(#) 
est VAR PAT mais je n’ai pu le démontrer rigoureusement. Si p, au lieu 
d’être fixe, varie en restant supérieur à un nombre fixe p,, on démontre, 
en suivant la même voie, que le polynome P,(x) a toujours au moins 
Po racines dont les modules restent ti aun nombre fixe ®,(4), 
ne dépendant que de p, et de #. 


44. Voici maintenant une proposition plus générale : 


THÉORÈME. -- Le polynome à k + p termes 


1+ GT + dl +... + Ap LP + Ap yy LP Ape THE 


(a 0, P< prie. < Np+rk1) 


dans lequel a,, a,, ..., a, sont des nombres fixes dont le dernier n’est pas 
nul, a toujours p racines dont les modules sont inférieurs à un nombre 
fixe o(a,, a:,..., 4p, k) ne dépendant que des nombres donnés et du 
nombre des termes du polynome. 


Considérons le polynome 
P,( 2) 1+ a,x + a2? +...+ a æP, 


il admet p racines fixes lorsque les nombres 4,, az, ..., 4, sont donnés; 
il en est de méme du polynome 


Qi(a1) = 2R+ matt + ati ?+...+ ap. 


- Supposons que les a; vérifient les inégalités 


> a, | 
? 


lailslac, lé 


alors le polynome 


as / Eo | ! 2 f 
Ry(a1) = 2h tarp t+ a, rp +... +a 
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a p racines dont les modules restent supérieurs à un nombre fixe ne 
dépendant que de (a,, 4, ..., a,). Dans le cas contraire, en effet, 
on pourrait trouver une suite infinie de polynomes R,(x,) tels que 
l’une au moins des p racines ait un module tendant vers zéro. Or, 
le point a’, a, ..., à, de l’espace à p dimensions, qui correspond 
à chaque polynome R,, reste dans un domaine borné de cet espace; 1l a 
donc au moins un point limite a, @,, ..., a, avec a, + o. Le polynome 
limite 
R(z)=2+ a vt' + art t+... +a, 
aurait une racine nulle, ce qui est impossible. 
Supposons maintenant établi que le polynome 


Ry-s (1) = Dope + a cette +... a Dr P+. + aig) 


1 


dont les coefficients a’, a, ..., a’, vérifient les inégalités précédentes 
et dont les coefficients a’,,,, ..., @',,,, sont arbitraires, ait toujours 
p racines dont les modules restent supérieurs à un nombre fixe et 
montrons qu’il en est de même pour R,(x,). 


Considérons le polynome 
Qu (2) = Viet ay vette + ay APE P+. pr 


dont les zéros sont les inverses de ceux du polynome P,(x) et sa 
dérivée 


’ 
Qi (21) = np strié npert [aires (: — Jas Er CE 


Np+k-1 


+(1- P Jaap +. 
n 
P+k—1 
+(1 _ Sc LE ke * 
PPE | Ab —2 |» 


Resa) = dirt ai at, + dar Pt, + RTS F 


le polynome entre crochets est de la forme 


avec 
! ie "M « < 
| a; | (: als lait 
a!,| — I — P le Lael 
ele —P-)ja,|> Ll, 
car 


Npskslp+k—12p+t. 
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Par conséquent, le polynome Q'(x,) a p racines dont les modules 
sont supérieurs à un nombre fixe ne dépendant que de a,, a,, ...,a,,k 
et en outre n,,,_, — p — 1 racines au plus qui peuvent être nulles ou 
voisines de zéro. En raisonnant exactement comme au paragraphe pré- 
cédent et en utilisant le théorème de M. Walsh, on en déduit que le 
polynome Q,(z,)a certainement pracines dont les modules sont supé- 

I 
(G1, G2, .- +5 Ap, k) 
Si, au lieu du polynome Q,(x,), on prend le polynome 


rieurs à un nombre fixe 


Riz) art a apr +. ASE yp rit +... +E k-4 
! Z 11> |a, | 
|| S| ai], Lahaie 
on pourra répéter la même démonstration : les coefficients a; du nou- 
veau polynome R,_,(,) ainsi formés vérifieront les conditions 


; n> 1@ la| 
lélSieh lapiz te tee 


et le résultat demeure le même puisqu'il suffit, dans les calculs précé- 


a 
n rempl an par —-- 
dents, de remplacer a, pa EE 


Ainsi, il est établi que le polynome P,(a) admet toujours p racines 
dont les modules ne dépassent pas un nombre fixe p(a,,a,,...,a,,k). 

Il serait intéressant de déterminer exactement la fonction ?, comme 
dans le cas de p = 1. ees 


12. Le polynome à p + k termes 
P;(x) = 4+ ax +. + Ag LP + Ang LP +. «+ Ap+k1 anptk-s (a, 0) 


a p zéros dans un cercle de centre origine dont le rayon ne dépend que 
des valeurs de @,, a,,..., a, et du nombre des termes. 
Ce théorème est à rapprocher du suivant Cy: 
L'un des polynomes P,(æ) ou P,(x) — 1 a p zéros dans un cercle de 
| 
(') P. MonTEL, Sur une extension d'un théorème de M. Landau (Comptes rendus de 


l’Académie des Sciences, t. 174, 1922, p. 143-144); Sur les familles quasi normales de 
fonctions holomorphes ( Mémoires de l’Académie royale de Belgique, 1922, p. 1-41). 
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centre origine dont le rayon dépend des valeurs de a,, @,, ..-,@p, mals 
non du nombre des termes. 


13. Nous avons vu que les limites supérieures 9 des modules des 
racines des équations précédentes dépendaient du nombre des termes 
de l’équation. Pour avoir une limite supérieure indépendante de ce 
nombre, il faut envisager simultanément les polynomes P(x) et 
© P(x) — 1; mais, dans ce cas, la limite supérieure est valable pour l'une 
ou l’autre des équations 


P (2) za, P(2)=1 
et l’on ne peut rien affirmer pour chacune d’elles. 
Voici un autre cas où la limite supérieure d’un certain nombre de 
zéros de P(x) ne dépend pas du nombre de termes : c’est celui où les 


exposants de ces termes forment une progression arithmétique. On 
peut énoncer la proposition suivante : 


Le polynome 
P(x)=1+ xp +aixzPti+azPt4+,..+ ay Pte 


a toujours p zéros dont le module ne dépasse pas un nombre fixe indépen- 
dant de q et du nombre des termes du polynome, lorsque q ne divise 


POPs | | 
Soit w une racine g*™* de l’unité, différente de 1. On a 
P(ox)—1=wP[P(x) —1] 
et, pour une racine x, de P(x) = o, il vient 
P(wz,) =1— oP. 


Le nombre 1 — w?n’est pas nul si l'on choisit pour w une racine ne 
vérifiant pas l'égalité w?=1, par exemple une racine primitive; le 
polynome 


> 
s’annule pour x = x, et prend la valeur un pour x = wær,. Dans un 


cercle de rayon arbitraire, les polynomes Q(a) et Q(z) — 1 ont le 


ss" 
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même nombre de zéros. Les polynomes 


p 
1 JL Ag æP+tk—1)q 


) = —— of: 

QU) PP eee 1 — GP 
ont leurs p + 1 premiers coefficients (ceux de x°, æ, ..., x?) fixes. Je 
dis qu’il existe un nombre fixe ® tel que le polynome P(æ) ait toujours 
pracines dans le cercle de centre origine et de rayon ®. Considérons, 
en effet, tous les polynomes T(x) dont les p premiers coefficients sont 


aS yp Mewes, *@ 


1— 07? 
et ne prenant pas plus de (p—1) fois ni la valeur zéro, ni la valeur un 
dans un cercle de rayon 2R; ces polynomes forment une famille 
normale (‘); ils sont donc bornés dans le cercle concentrique de 
rayon R et leur module ne dépasse pas une limite fixe Q(R, a, ). Or, la 
substitution de æ à Ræ remplace cette famille de polynomes par la 
famille des polynomes possédant les mèmes propriétés dans le cercle 


de rayon 2. On a donc 
Q(R, d) = Q(1, a); 


c'est-à-dire que la limite supérieure (a, ) des modules des polynomes 
est indépendante de R. Considérons maintenant, parmi ces polynomes, 
ceux qui sont des polynomes Q(x), pour lesquels le coefficient de x’ 
est a,, on aura 


{2 (a) 
ele? 
d’où 
p /Q(a) 
À > { 
| \/ lat? 


lc nombre R ne peut donc pas dépasser une limite @(p) ne dépendant 
que de p. Done, dans un cercle de rayon supérieur à ®, Q(x) prend au 
moins p fois la valeur zéro ou la valeur un et le polynome correspon- 
dant P(æ) a alors p zéros dans le même cercle. 
Supposons maintenant que le nombre p soit variable mais reste 
iat ie >.) 2. 2. Sie ee ——— 
(1) P. Montet, Sur les familles quasi normales (Comptes rendus de l'Acudemie des 
Sciences, t. 174, 1922, p. 22-24). | 
Ann. Ec. Norm., (3), XL. — JANVIER 1423. 4 
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supérieur où égal à un nombre entier fixe p,. Pour chaque polynome 
P(x), on peut choisir la racine g*"° de l’unité w de manière que 1 —w” 
ait un module supérieur à l’unité. En effet, si l'on donne à w les 


q valeurs possibles, le nombre w? prend 4 valeurs distinctes corres- 


pondant aux 4 sommets d’un polygone régulier, 4 désignant le plus 
grand commun diviseur de p et de g et, comme q ne divise pas p, le 


nombre d est inférieur à g et az 2. Il y a donc toujours un sommet de ce 
polygone régulier de % 4 côtés dont l’abscisse est négative, par suite, 


pour la racine w SEE on a 
ji—@P| >t. 


On a donc toujours, en choisissant pour chaque valeur de p une 


racine @ convenable, 
| ee I 


a°ji—-wy 


car|1 — w?|=2 

Il suffit alors de répéter le raisonnement précédent en remarquant 
que les p, premiers coefficients sont bornés. Les polynomes T(x) 
correspondants forment une famille normale et l’on a, quel que soit R, 


|Q(z)|<&, 


' . aad : ea! . . 
Q étant un nombre fixe supérieur ou égal à = puisque l'on a toujours 


|T(o)|2 = On a donc, pour chaque polynome Q(x), 


Res 522; 
Jay| 
et, puisque 2Q21, p, =p, 
V28: 29, 
donc 
R-Y2Q=®. | 


Chaque polynome Q(z) prend donc p, fois au moins soit la valeur zéro, 
soit la valeur un, dans un cercle de rayon supérieur à ®. Donc le poly- 
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nome P(æ) correspondant admet au moins p, racines dans le même 
cercle : 


Le polynome 


1 TP + a, apte ag PU ng, 


pour lequel p2 p, et n'est pas divisible par q, a toujours au moins Ps racines 
dont les modules ne dépassent pas une constante ® ne dépendant que 
de py. ) 


Il n'y a rien à changer aux raisonnements précédents si l’on rem- 
place les polynomes par des séries de Taylor; on obtient la nouvelle 
proposition : 
 Ilexiste un nombre fixe ®, ne dépendant que de p,, tel que la fonc- 
tion définie par la série 


PrP tay xPtt 2. ay vette... 


dans laquelle g ne divise pas p, ou bien a un point singulier dans un 
cercle de rayon supérieur à ®, ou bien admet au moins py racines dans 
ce cercle. 


Si p, =1, on retrouve un théorème établi par M. Landau (*). 


14. Voici maintenant un théorème tout à fait général dont plusieurs 
propositions établies dans ce travail sont des cas particuliers. Un poly- 
nomeP(zx), de degré p, peut être déterminé au moyen des valeurs attri- 
buées à ce polynome et à certaines de ses dérivées en des points æ,, 
Xa, ..…, æ,. D'une manière précise, donnons-nous les valeurs 


P(x), Ps, Pe 2); 
P(22), Pas), «+5 Pes € 74 HR 


P(x), P'(2n). +++ Pes" 2,), 


et supposons que 
Ay t+ Ag +--+. An Prt. 


Les points 7,, a, ---» Dh étant distincts, ces valeurs déterminent un 


Ee fn th og mes — 


(*) Sur quelques généralisations, etc. ; loc. cit., p. 18y- 
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polynome unique qui est de degré p si les nombres donnés ne vérifient 
pas une relation particulière. Nous supposerons toujours qu’il en soit 
ainsi et que le polynome unique P(x) déterminé par les valeurs préce- 
dentes est effectivement de degré p. 

Considérons maintenant tous les polynomes P;(x) qui remplissent 
les mêmes-conditions que P(æ), mais dont le degré est-arbitraire, ils 
sont de la forme hdi 


P,(æ)=P(x)+ Q(x)(apnarr +... + per TPt*) 


dans laquelle 


QC) = (# = 21) (x — 24)%...(@ — 4). 


Le polynome P,(«) dépend de & paramètres arbitraires a,,,, ..., psx 
et des valeurs arbitraires des entiers 7,,,, ..., n,,,, pour lesquels 


OR, Ce yes 


_ Je dis que ce polynome a toujours p racines dont les modules sont 

inférieurs à un nombre fixe ne dépendant que de p, k, des x; et des 
valeurs données en ces points. On peut donc énoncer la proposition 
suivante : 


Les polynomes vérifiant les p + 1 conditions qui déterminent un poly- 
nome P(x), de degré p, ont toujours p.séros dont les modules sont infé- 
rieurs à un nombre fixe qui dépend des valeurs données et des affixes des 
points donnés et, en outre, du nombre p, et du nombre k des constantes 
arbitraires qui figurent dans ce polynome mis sous la forme 


P(z)+Q(x) (pyr LP + oct Anan Drrtt), 


ot PAR She Rp+k- 


Sih =1 ct x,=0, avec a, =p-+1, nous retombons sur l'énoncé du 
théoréme du paragraphe 10. | 

Nous établirons d’abord un lemme qui constitue un cas particulier 
d'un théorème de M. Walsh ('). 


(1) Loc. cit. 


—~ + + RS 


SUR LES MODULES DES ZEROS DES POLYNOMES. 29 


Considérons la fraction rationnelle res qui a p zéros et g pôles. 


Supposons que les q pôles et p' zéros soient à l'extérieur du cercle 
(C), |w|=R, et que les p’ =p — p'autres zéros soient intérieurs au 
cercle (c), |a|—r, avec r <R. Les racines de la dérivée seront alors 
soit intérieures à (c), soit extérieures à (C,), [æ|=R,, dont le rayon 
R, pourra être supérieur à r. Dans le cas où R, <r, la proposition ne 
! 
nous donne aucune indication sur la place des zéros de la dérivée 5) . 
Soit, en effet, 2 une racine de la dérivée qui n'est ni interieure 

à (c), ni extérieure à (C). On a 

1 I I 1 I 


T— ZT; Z—Zy T— Th Le T, T— Ty 


en désignant les zéros de P par æ,,...., Lys... Lp» et CEUX de Q par 
x, .…, v,. Comme nous l'avons vu au paragraphe 10, il existe des 
points © et n extérieurs au cercle ((:) et un point ¢ intérieur à (c) tels 


que 


I 1 P 
- = —? 
TI — 2 L — Ty æ —E 
Fe wt 
I I 
csi prions MES 
TDi L— Lp x — € 
I 1 
—— + + TT = PA 
Æ — 2 L—L, ÆZ—"\ 


_ L'égalité ci-dessus devient alors 


Soit ¢ le module de æ, on a 


HER = Ep, fr nI2RP 
et 


jr—f|sr+e, 


done, comme 


# P 
ee Re Re AE ee 
lente (enr 
P"_LeR'4 


r+p R—p 
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et 
SER=IP +0), 
| PACE PET A 
on en déduit 
, P"R—(p+p'+29)r 
re) PET 7 ro7 à 


Si le rapport & est assez petit, c’est-à-dire si l’on a 


r LE nf 

R< Fe sé 
le point x sera extérieur à un cercle de rayon R,, supérieur à r et infé- 
rieur à R : 

R,= p'R = (p'+ gr. 

PR 
Supposons qu’il en soit ainsi; faisons coincider toutes les racines 

Ly, +++, Ly, avec un point Ë extérieur à (C), tous les pôles 2’, x, ..., 
x, avec un point n extérieur à (C) et toutes les racines z,,,, ..., 2 
avec un point € intérieur a (c); il y aura certainement p” — 1 racines 
de la dérivée intérieures à (c); p’ + g — 2 racines de Ja dérivée exté- 
rieures à (C) et deux autres racines de cette dérivée, distinctes des 
zéros de P(x) et de Q(x), qui seront extérieures à (C, ) puisqu'elles 
vérifient l'équation précédente ; donc p’ + gracines extérieures à (C,). 
Puisque la somme | 


(p—1)+(Pp+9)}=2ra—) 


représente le nombre des racines de la dérivée, il y en a exacte- 
ment p” — 1 dans (c) et p’ + g hors de (C, ) comme le montre un rai- 
sonnement identique à celui du paragraphe 10. 

Ce lemme établi, étudions d’abord l'équation 


P(z)+ Q(xr)a,ssæ"r+—0, OS Rpsty 
ou 
P(z) 
a + apr = 0. 
173 Bt 
Formons l'équation aux inverses, en posant x, = =: 
wipreet Pi(æs) + pt = 0. 


1(2,) 


EF LI 
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Nous avons ici une fraction rationnelle dont le numérateur est de 
degré Ny..+p+t et le dénominateur de degré p +1. Je dis que 
p racines de cette équation restent, quels que soient a,,, et r,,,, supé- 
rieures en module à un nombre fixe. Dans le cas contraire, en effet, il 
y aurait au plus p — 1 racines dont les modules seraient supérieurs à 
un nombre fixe R que l’on peut supposer inférieur aux inverses des 
modules de x,, x, ..., Vay, et quelque petit que soit r, on pourrait 
trouver une équation ayant n,,,-+ p +1 —(p—1)=7p,, + 2 racines 
de modules inférieurs ar. Pour une telle équation, calculons la dérivée 
du premier membre : 


(p4i +1) P,Q,+:,(P, Q,—P,; Q',) 
Up 


e 
a (baa + 1) Lire 


L'p+i 
: Qs(21)’ 


avec 
P,( 21) = PQ + (PQ P04). 


5 p+ 
Comme ona | 
P;(0) = P;(0) Q,(0) = P,(0) 0, 


puisque le polynome P(x) est effectivement de degré p, les modules 
des zéros de P, restent, quel que soit n,,,, supérieurs à un nombre 
fixe r,. Done la dérivée a n,,, racines nulles et 2p +1 racines de 
modules supérieurs à rs. | 
Supposons r <r,; la valeur de A calculée précédemment est égale 
ici à 
Ap+1 + 2 >. I $ 
Rpsa + AP +27 2p +1? 


si donc, en outre, 
KR 


—_—— 
’ 


2p +1 


Ane 
la dérivée, d'après le théorème de M. Walsh rappelé dans le lemme, 
devrait avoir #,,,+ 1 racines dans le cercle (c); or, elle n'a dans ce 
cercle que les n,,, racines nulles. Il y a donc contradiction et nous ne 
pouvons pas supposer que l’équation proposée a au plus p—t racines 
extérieures à un cercle fixe. Le théorème est établi pour # =r. 

Les points x; demeurant fixes, supposons que les valeurs de P(x) et 
de ses dérivées données en ces points varient de manière que leurs 
modules restent bornés supérieurement et que le module de P,(0) 
3% 
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reste borné inférieurement. Le nombre r, de la démonstration précé- 
dente restera supérieur à un nombre fixe r,, sinon on pourrait trouver 
un polynome P(x) de la famille considérée pour lequel 7, serait nul, 
ce qui est impossible. 

Le théorème est donc encore applicable dans ce cas. 

Supposons-le démontré, avec la généralisation précédente, pour un 
polynome à # — 1 coefficients arbitraires 


Prix) =P(x) + Q(x) (apr tr +... + Aygo t+), 
et démontrons-le pour le polynome 
P,(x)=P(xz) + Q( 2) (Apa tH... + pgp Zt), 
Scrivons l’équation 


P(z) 
(1) an mb Oy CPOE Lie App Dt 0, 


Q(z) 
ct la transformée en x, = =; 


P;(zx;) 


(2) tk tt 
1(2) 


+ Opi eye sap sae HR 

Supposons encore que cette équation n’ait que p—1 racines de 
modules supérieurs à un nombre fixe R inférieur aux inverses des 
modules de æ,, æ,, ..., x, et, par conséquent, n,-1 + 2 racines dont 
les modules peuvent être inférieurs à un nombre arbitrairement 
petit r pour un choix convenable des n; et des q;. 

Prenons la dérivée ; 


(Nps 1) PQ; + 2,(P,Q,— P,Q)) 
QO} 


st (A p+ x — Np +1) @p4t Dirk Apt ++ (ap+k = Npy+k-1) Ap+k—-1 ert kaye RÉ 


Tir 


qu'on peut écrire 


pit ) , F 
n Vp k —Mpick yt Mire k= 1 +1 I 2 (2's) Np+1 
prk“4 Lil — +|11— —— | a Np k- Al pa 14 

Q:(xi) Np+k caida “on 


en posant 


Por = (14 PQ = (PQ — PQ). 


te ue à 


L 
' 


ie 


4 
# 
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On a 


P, (0) = (1 + ‘a —) P,(0) 
et ny 


| P.(0)| >| Pi(0)| > 0. 


L’expression entre crochets se déduit donc, par la transformation 


T . À 
(æ, +): d’une expression 
P;(x) 
(3) Q,(&) + Apt LP A we pits es a oat, 


dans laquelle Q,(a) est de degré 2p +2 et P, (a) est effectivement de 
degré 2p +1. Cette dernière expression à (4 —1t) coefficients a; a 
‘donc 2p + 1 zéros dont les modules sont inférieurs à un nombre KR, 
qui ne dépend que des 2;, et des valeurs de P(x) et de ses dérivées en 
À 
Repack 
valeurs de P(a) et de ses dérivées aux points x; et étant une fraction 


ces points. Ces valeurs sont de la forme , À ne dépendant que des 


Le 3 4 I : 
rationnelle bornée par rapport à ces valeurs. Comme =— varie de 
d Pp+k 


zéro à 


I : a Bi aks 
Faz? om voit que les valeurs de P,(a) et de ses dérivées 
aux points x; restent bornées; il en résulte, d’après l'hypothèse, que 
l'expression (3) a 2p + 1 zéros dont les modules sont inférieurs à un 


nombre fixe R,; donc, la dérivée de la fraction (2) a 2p + 1 racines 


r 3 > I 
dont les modules sont supérieurs à un nombre fixe r,— >: Comme 
0 


elle a en tout mp,,+ 2p +1 Zéros, il en reste au plus n,.4 dont les 
modules peuvent devenir arbitrairement petits (il y en a d’ailleurs 
Nork— Nprk—-1— 1 qui sont nuls). Il est donc impossible que la fraction 
rationnelle (1) ait n,.x+2 racines inférieures en module à un 
nombre r arbitrairement petit, car, en choisissant r inférieur à ro 


et à 
L Np+kt 2 
Pet gee pend <a 
2P+HI Nyse t+ hp +2 


on devrait avoir, en vertu du théorème de M. Walsh, n,,, + 1 racines 
de la dérivée dont les modules seraient inférieurs à r. 


Ann. Ec. Norm., (3), XL. — FEVRIER 1923. 5 
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Si, laissant fixes les nombres x;, on fait varier les valeurs données 
à P(æ) et à ses dérivées en ces points de façon que leurs modules 
soient bornés et que le module de P, (0) reste supérieur à un nombre 
positif fixe,sles valeurs de P,(a) et de ses dérivées aux points æ; 
auront aussi leurs modules .bornés et les nombres R, auront une 
limite supérieure. La proposition est donc démontrée dans toute sa 
généralité pour le cas où la fraction rationnelle contient £ paramètres 
arbitraires 2,4, .-.; @pvk- 


15. La proposition que nous venons de démontrer est, elle aussi, à 
rapprocher d’un théorème qui appartient au groupe des propositions 
relatives au théorème de Picard. La proposition du paragraphe précé- 
dent nous montre que tous les polynomes P(x) prenant, ainsi que 
certaines de leurs dérivées, des valeurs données en des points fixes, 
ont toujours p zéros dans un cercle.dont le rayon ne dépend que des 
valeurs données, des affixes des points donnés, de p, et du nombre des 
termes du polynome; p désigne le degré du polynome de plus petit 
degré vérifiant les conditions imposées a P(æ). 

Au contraire, les polynomes P(x) ou P(x) — 1 ont certainement 
p zéros dans un cercle dont le rayon ne dépend que des valeurs données, 
des affixes des points donnés, de p, et non du nombre des termes du 
polynome (*). 


(1) P. MonTez, loc. cit. page 23, en note. 
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Prolongement analytique. 


13. Les deux exemples que nous venons de considérer montrent 
qu’on peut quelquefois augmenter le domaine de convergence de la 
série de Newton en remplaçant la variable z par une fonction linéaire 
de =. J'ai déjà attiré l’attention sur ces transformations linéaires dans 
un Mémoire précédent (') et je vais ici ajouter quelques mots sur ce 
sujet. Soit ®(s) une fonction qui se représente par une série de la 
forme 


(1) 0(2)=a(*7')- 


On sait trouver deux nombres « et 8 tels que la fonction ®(=) est 
holomorphe pour o2« et satisfait à l'inégalité 


> g 


(2) [d(a+rei)|<ert(i+ Pr, . 


où e(r) tend uniformément vers zéro quand r—. Nous avons vu 
wa? I . 
que la série (1) converge pour o>a,s> 5+ -: Soit un nombre 
réel et considérons la fonction 
@,(s)= (zs — p)- 


(1) Acta math., |. XXXVH, 1914, Re 327-387. Voir aussi CARLSON, loc. cit., p. 53-57. 
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Posons a = « + 9. L’inégalité (2) entraîne que 
|@,(a + re?) | < enh) (1 + re, 


et ©,(z) est holomorphe pour o2 @. La fonction ®,(z) admet donc un 
développement de la forme 


%(2)=D2.(*7'), 
qui converge pours > à, 5 > 8 + = C'est-à-dire que 
| nating 34+p—1 
(3) SEXE a 


et cette série converge pour ¢ >a, ¢>6+ : — p. En choisissant p 


suffisamment grand on peut donc obtenir que la série (3) converge 
pour >a. Le développement (3) subsiste d’ailleurs si l’on donne 
à 9 des valeurs complexes quelconques, il faut seulement dans les 
inégalités remplacer p par la partie réelle de p. 

Soit a, le plus petit nombre tel que la fonction ®(z) est holomorphe 
pour (‘) ¢>«,. Soit À, l'abscisse de convergence de la série (3), 
e étant supposé réel. Si le nombre « est suffisamment grand la fonc- 
tion ®(z) satisfait à une inégalité de la forme (2). Soit u — u(a) la 
borne inférieure des nombres B pour lesquels cette inégalité reste 
vraie. 4(«%) est évidemment une fonction non croissante de « qui est 
continue dans tout intervalle où elle reste finie. Diverses circonstances 
peuvent se présenter : | | 


1° (a) = — © pour « >a,. En ce cas on aura À, — a, quel que 
soit p. | 

2° Si u(«) >—o, cette fonction peut être bornée supérieure- 
ment ou non pour « >a,. Admettons d’abord que le premier cas se 
présente. La fonction u(a«) + - — « est finie et décroissante pour 
x >». Nous aurons l'inégalité la plus précise en déterminant a par 


(1) Si la fonction est entiére on aura a = — +. 


q 
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,, a : 
l’équation 
I 
ayers a =p 


Cette équation définit « comme fonction de p. La fonction a(o) est 
décroissante pour p< p.(%) + = —a, et elle tend vers « quand p 


tend vers u.(%)) + ~ —a,. Cela posé, on conclut des résultats du 
paragraphe 10 que 


a(p)—1S2p S$ a(p) pour p<p(%) + 5 — Ae 


Ap = %o pour p 2 p (ao) + = — do. 


© En prenant p suffisamment grand la série (3) sera donc conver- 
gente dans le plus grand demi-plan où la fonction ®(z) est holo- 
morphe. 


3° Admettons maintenant que p.() n'est pas bornée supérieure- 
ment pour ¢24,. On sait trouver un nombre «, tel que, pouro2a,+e, 
la fonction ®(z) est holomorphe et la fonction 4(c) est finie pendant 
que l’une au moins de ces conditions cesse d’être satisfaite pour 
o2a,—« quelque petit que soit le nombre positif #. On aura %, 2 Los 
La fonction u(«) peut tendre vers une limite finie ou vers l'infini 
quand « tend vers a, en décroissant. 


Si le premier cas se présente on trouvera : 
æ(p)—1£Ap = a(p) pour p<play+0) += — a, 
À, = % pour p 2 p (a, +0) + = a. 
Par conséquent dans la bande à, < 5 < «,, la série (3) diverge quel 
que soit ¢. 


‘Si p.(«) augmente indéfiniment quand &->«,, la fonction décrois- 
sante «(¢) tendra vers «, quand ¢ > et l’on aura toujours 


a, << Ap Sa (p)- 


L’abscisse de convergence A, tendra vers «, quand poo, mais la 
limite «, n’est atteinte pour aucune valeur finie de p. 
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Diverses autres circonstances peuvent avoir lieu. Posons comme 
plus haut 
—— log | (x + rel” 
(4) hehe ee 


re 4 


Si A, tes =) < = pour «> a,, on voit sans peine que la fonction 
u(x) sera constante pour «>a,. La fonction a(9) se réduira par 
conséquent a une fonction linéaire 

a(p)=p+~—p. 


En ce cas on aura donc : 
p—pSipSh+—~—p pour p<p+ 


Ap = % pour p 


Si de plus A,(v) << Y(v), en exceptant un nombre fini de points y 
de la nature indiquée dans le paragraphe 11, il résulte de l’analyse de 
ce paragraphe que 


À =p—p pour p<H— a. 
Ap = a pour p2p—a,. 


4° Il nous reste à considérer la bande «, << 5 << x, où la série (3) 
diverge quel que soit p. Pour obtenir le prolongement de la fonction 
dans une partie de cette bande nous allons avoir recours à une autre 
transformation. Soit w un nombre positif et plus petit que 1. L'équa- 
tion (4) entraîne que 


| D (a + © rei”) | < er @lhgivi+e). 


Sia >«,, on aura 


=" 


ha(e)SU(e) pour : 


wla 


Comme Ÿ(v) est positif il en résulte que. 
oha(e) <Y(r), 


le signe d'égalité étant exclu. Par conséquent, la fonction &(wz) 
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admet un développement de la forme 


dwn=Ÿe(") 


s=0 


. a 3 
qui converge pour ¢ > En remplaçant < par =; on trouvera 


2 ee NS, (3—0)(3—20)...(3 — Sw) 
(5) (5) =} bs piass es 1 


s=0 
Toute jonction qui se représente par une série de la forme (1) admet 
donc a fortiori un développement de la forme (5) où 0 << w <1. Désignons 
par A(w) l’abscisse de convergence de la série (5). De ce que nous 
venons de dire il résulte que 


Oy SA(w) Sa SA (1). 
Mais on en conclut sans peine qu’on aura toujours 
(6) | A(w;)£A(©), si 0 < oi <O. 


Quand w tend vers zéro la fonction A(w) tendra donc vers une 
limite qui est supérieure ou égale à x. Nous allons rattacher cette 
abscisse limite à une propriété analytique de la fonction @(z). Dans 
ce but considérons la fonction ®(:) sur une droite parallèle à l'axe 
imaginaire et passant par le point c. On aura, si o est suffisamment 

and 
oe | ® (+ ir) |= o(ettst). 

Soit £ la borne inférieure des nombres & pour lesquels cette équa- 
tion est satisfaite. = £(S) est une fonction de « qui satisfait aux 
inégalités | 

o£E(a)<= pour o> %. 

La dernière de ces inégalités résulte de l'équation (+ ) =<, 


et la première inégalité est une conséquence d’un théorème de 
E. Phragmén et E. Lindeléf (*). Dans l'intervalle à, < 6 < «a, la fone- 


(1) Sur une extension d’un principe classique de l'Analyse (Acta math., t. XXXI, 
1908, p. 399-400). Rid 
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tion £(c) peut être bornée ou non. On sait donc trouver un nombre a, 
tel que, pour 2%, +e, la fonction ®(3) est holomorphe et la fonc- 


tion £(c) est bornée supérieurement, pendant que l'une au moins de 


ces conditions cesse d’être satisfaite pour «> x,— €, quelque petit 
que soit le nombre positif «. On aura a0, £a, . Si a, = «,, l’abscisse 
de convergence A(w) est égale à «, quelque petit que soit w et notre 
transformation ne peut servir à rien. Admettons donc que «, < %,. 
Nous avons déjà vu que la fonction §(c) reste comprise entre les 


on . FT . . 
limites o et >, sis > 4%. Pour ces valeurs de © elle peut d’ailleurs 


prendre une valeur quelconque dans l'intervalle indiqué comme le 
montrent les trois exemples du paragraphe 12. De la définition du 


; tT y 2 = 
nombre a, on conclut que § («)2 = dans un point au moins dans l’in- 


tel que la fonction E(s) est positive, décroissante, continue et con- 
vexe dans l'intervalle x, 5 <B pendant qu’elle reste constante 
pour o26. Ceci résulte d’une analyse due à E. Lindelôf (‘) et dont 


tervalle x, — :£o<4x,. Cela posé, on démontre qu'il existe un nombre 8 


s’est servi récemment G.-H. Hardy (?) dans un cas qui ne diffère que © 


légèrement de notre cas. 
Comme la fonction est non croissante on aura nécessairement 


podh PE, < o = Gy. 


D'autre part, nous avons vu que la fonction =(¢) ne peut pas 
Ë T — tué + dot 
dépasser la valeur = pour s>%x,. De la continuité il résulte donc 
que 


(7) E(m)= 7 


=. 
Désignons par x le plus petit des nombres «, et 8. On aura donc 


Sy Lay Sa’, Say. 


(1) Quelques remarques sur la croissance de la fonction 2(s) ( Bull. Sc. math., 2° série! 
t. XXI, 1908, p. 341-356). ; 


(*) The application of Abel's ‘method of summation to Dirichlet’s series (Quart. J. 


pure appl. math., t. XLVII, 1916, p. 178-180). 


ee 
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Dans l'intervalle &, << 5 < x! la fonction £ (7) est toujours décrois- 


ge FES | + on . \ x 
sante et supérieure à =: De plus, l'équation (7) entraine que 


Si &, <a,, la fonction Ë(s) reste constante et égale a pours >a). 
Mais si «, = x, <8, la fonction &(c) décroit encore dans l’intervalle 
a, <o< (et, pour o28, elle reste constamment égale à £ (6) où 


3 2%, 
oE(B)£= 
£(B) peut d’ailleurs avoir une valeur quelconque dans cet intervalle. 
Si 8 =o, la fonction est toujours décroissante. 
Considérons maintenant l’équation 


(8) E(a) = 


où w est positif et plus petit que 1. Cette équation détermine unique- 
ment o comme fonction de w. £(s) est définie pour s > x,. Quand « 
décroit et tend vers x, la fonction Ë(s) tend vers une limite finie, 
soit £,, ou elle augmente indéfiniment. Posons dans le premier cas 


et dans le second cas w, =o. A chaque valeur de w dans l'intervalle 
o<w,<w<1, il correspond une et une seule valeur de o dans l’in- 
tervalle à, Lo << x. 

_Ces préliminaires posés reprenons la série (5) et déterminons l’abs- 
cisse de convergence A(w) de cette série. Pour fixer les idées, nous 
supposerons que la série converge pour w = 1 etque ‘Ge. CE RATE 
on aura par conséquent | 
T 


he HSH) pour "F202 


Soit w, << wo <I. Soit s, la valeur de o qui satisfait à l'équation (8). 
Sis>s,on aura f(s) < =. On sait donc trouver un nombre positif < 


Ann. Ee. Norm., (3), XL. — FÉVRIER 1925. 6 
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tel que 
= 
| (a+ ir) J < rs Fi 


pour toute valeur de |+| qui est suffisamment grande. On en conclut 


que 


he CEST si o> Fw 


Mais cette inégalité entraine que la série (5) converge not o> dq. 


On a donc 
À (w) Saw. 


D'autre part, sis << 0,01 aura 8(8) > 35 —- On sait donc trouver un 
nombre positif e tel que 

| (0+ ity] > etes * *) AF? 

pour une infinité de valeurs de = de modules indéfiniment croissants. 

La fonction k,(v) dépassera donc la fonction ~ (0) dans un des 


points y= + =. La série (5) diverge par conséquent pour ¢ < 0. On 


aura donc 


pour toute valeur de w dans l'intervalle w, < w <1. Quand w tend 
vers &, en décroissant l’abscisse de convergence A(w) tendra donc 
vers &,. Enfin si o << w < ,, on aura en vertu de l'inégalité (6) 


\(w) 22 (04) ae. 


Mais de la définition du nombre x, il résulte que la série (5) diverge 
sis < x. Par conséquent, 


2(w)=a@, pour 0<wSay. 
La fonction À(w) est donc entièrement déterminée par l’équation- 
- rs LÀ 
$ LA(w)] T'as 


Des propriétés de la fonction £ on conclut que A(w) est une fonc- 
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tion (') croissante et continue à l’intérieur de l'intervalle ©, <<w <1. 
Mais elle est discontinue dans le point w = 1, car quand w tend vers 1 la 
fonction A(w) tendra vers «, et nous avons vu que ce nombre est en 
général inférieur à A(1) =A. Par conséquent, quand w décroit en 
partant du point 1, l’abscisse de convergence A() fait d’abord un 
saut brusque, puis elle décroit continuellement jusqu'à ce que w 
arrive dans le point w,, enfin elle reste constante et égale à «, dans 
l'intervalle o <w<w,. Si w, — 0, l’abscisse de convergence décroit 
toujours vers &, sans atteindre cette limite pour aucune valeur positive 
de w. 

Pour fixer les idées nous avons supposé que la série diverge 
pour w >t. Mais cette hypothèse n’a rien d’essentiel et l’on peut la 
. supprimer. Il suffit d’ailleurs de multiplier z par un nombre positif 
pour remplacer le point w = 1 par un point quelconque w, sur l'axe 
positif. 

En résumé, si la série (5) converge pour une valeur positive de w, 
elle convergera pour toute valeur positive de w qui est inférieure à un 
certain nombre (?) w,, mais non pas pour w > ,. Dans l'intervalle 
0 < w < w, l’abscisse de convergence X(w) est une fonction continue 
de w dont nous avons déterminé la valeur précise à l’aide de certaines 
propriétés analytiques simples. de la fonction ®(s). Au contraire, 
dans le point w, la fonction A(w) est en général discontinue et le 
nombre non négatif A(w,) — A(w, —o) peut être infiniment grand. 
L’abscisse A(w,) n’est pas un nombre caractéristique pour la fonc- 
tion ®(z). La détermination du nombre A(w,) à l’aide des propriétés 
analytiques de la fonction ®(z) présente des difficultés sérieuses. 
Nous avons dû nous borner à indiquer certaines inégalités, d’ailleurs 
assez resserrées, et l’on ne peut probablement pas aller plus loin. 

Quand w décroit vers zéro, l’abscisse A(w) tend vers a, qui est un 


DO es 


(1) De plus À (=) est une fonction coavexe et décroissante de w. Ceci résulte immé— 


diatement des propriétés des fonctions convexes Lef. J.-L.-W.-V. Jensen, Sur les fonc- 
tions converes et les inégalités entre les valeurs moyennes (Acta math., t. XXX, 1yob, 
p- 191)]- J ; 

(2) Si w, =, la série converge pour toute valeur positive de w. Pour qu'il en soil 
ainsi il faut que A(v)£o, til suffit que A{¢) <o. 


44 N.-E. NORLUND. 


nombre caractéristique pour la fonction ®(z). En prenant le nombre 


positif w suffisamment petit la série converge dans tout demi-plan 
9 > « où la fonction est holomorphe et d'ordre fini. 

De plus, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction 
®(z) admette un développement de la forme (5), c’est qu'il existe un 
nombre «. tel que la fonction est holomorphe dans le demi-plan 5 > « ely 
satisfait à l'inégalité 
(9) | ®(s)|< const. e*'*', 


k étant un nombre positif. En effet, puisque }(¢)2 loge, il suffit de 


log 
ve 


D’autre part, puisque Y(v)< , la convergence de la série entraine que 


2 . y * 
pour obtenir la convergence de la série. 


prendre w inférieur à 


l'inégalité (9) est satisfaite pour #4 > =. 


Les résultats que nous venons de trouver présentent quelque ana- 
logie avec ceux qu'ont obtenus H. Bohr (") et G.-H. Hardy (?) pour les 
_ séries de Dirichlet en y appliquant les méthodes de sommation Cesaro 
et d’Abel. Ces méthodes de sommation permettent aussi de prolonger 
la fonction ®(z) en dehors du domaine de convergence de la série (1), 
mais il parait plus avantageux de se servir des transformations 
linéaires que nous avons considérées. D’ailleurs l’analogie est bien 
plus grande encore entre la série de Newton et la série de facultés et il 
parait intéressant de rapprocher ces deux séries l’une à l’autre. (Cf. 
mon Mémoire susmentionné sur les séries de facultés.) 


Formules de quadrature et de différentiation mécanique. 


14. Il arrive souvent qu’on ait besoin de calculer les dérivées ou 
l'intégrale d’une fonction à l’aide du tableau de ses différences suc- 
cessives. Je vais étudier les formules dont on aura à se servir et je 
OR ne net tes à D. UP hd De, Poor nt PU LM Ab ph pue put ne RdS TEE 

(1) Bidrag til de Dirichlet'ske Räkkers Theori (Thèse, Copenhague, 1910: Ueber die 
Summabilitätsgrenzgerade der Dirichlet'schen Reihen (Sitzungsb. Akad.Wien., 1. CXIX, 
Il a, 1910, p. 1391-1397). 

(?) Loc. cit. (Quart. J. pure appl. math., |. XLVII, 1916, p. 176-192). 


ee 
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montrerai en particulier que les coefficients de ces développements 
s'expriment d’une manière très simple à l’aide de certaines fonctions 
connues. Soit ®(z) une fonction holomorphe dans le demi-plan o= 4 
et y satisfaisant à l'inégalité 


(1) | ®(z)|< e*'*!. const., 


k étant un nombre positif. Nous avons vu que cette fonction se repré- 
sente par la série de Newton 


(2) @(2-+ 2) = >, (s—0) (3 — 20). --(s— su) Be BC Te) 


ae er F 
au moins sie est positif et plus petit que se Reprenons les nota- 


tions du paragraphe précédent et admettons que o<w <w,. A la 
fonction ®(z) il appartient une fonction continue A() qui satisfait 
aux inégalités &, SA(@) < x’. Si en particulier &, = a’ la fonction A(w) 


- est constamment égale à «,. La série (2) converge si R (x + 3) > A(w), 


elle diverge si R(x +3) < A(w). Supposons que R(x) > A(w). Cette 
inégalité entraine que la série (2) converge uniformément par rapport 
à z dans un petit voisinage du point 3 =o. Dérivons par rapport à = 


et posons ensuite 3 = 0; On trouvera 


Ç I I 1 ; 
(3) D tele ta ae sister 
s=0 L. 


Cette série est par conséquent convergente si R(x) > A(w). D'autre 
part, si R(x) << A(w ), la série (2) diverge pour 5 = 0, il en est done 
la série (3). Cette série admet donc le demi-plan 


de méme de 
Sur la frontiere 


R(x) >A(w) comme domaine de convergence. 
U(x) =A(o) elle peut étre convergente ou non. 
De méme dérivons la série (2) par rapport à s, posons ensuite == 


et remplacons æ par © — w; on trouvera 


®' (2) HD; (cer ae @ (7); 
s=0 


= 


la même analyse montre que cette série converge ou diverge suivant 
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que la partie réelle de a est supérieure ou inférieure à A(). Pour 
trouver l’expression de la dérivée d’ordrem remarquons que la dérivée 
d'une factorielle s’exprime par les polynomes de Bernoulli de la 
maniére suivante : 


« ! 
(4) D§[(2—0)(s—20)...(ssa)] Sor = Be (2). 


Je prie le lecteur de vouloir bien se reporter à mon Mémoire sur les 
polynomes de Bernoulli (‘) où l’on trouve cette relation élémentaire 
et où j'ai étudié les nombres de Bernoulli BY” et certains autres mem- 
bres rationnels D!”, qui s’y rattachent, et dont il sera question dans 
la suite. En dérivant la série (2) » fois par rapport à z et en posant 
ensuite 5 égal à zéro ou égal à w on trouvera 


L 2 
(s+n+1) 
wo BS 


(5) OM (2)= Y— Aa" O(2 + 0), 
‘ s=0 ; a 
= sB{+" 
(6) (2) = 0 TE ay be Ole). 
P s=0 


La dernière série résulte de ce que 


(s+) 
BS . 


_ (7) DT in À! Er 


Il va sans dire que ces deux développements admettent encore le 
demi-plan #(x) > A(w) comme domaine de convergence. On suppo- 
sera toujours que w est inférieur à w,. Si w = ,, il peut arriver que 
le domaine de convergence de la série (5) est plus grand que celui 

de la série (6). Soit en particulier (x) — =; on trouvera la série de 
facultés Æ ae : 
(—1)s (GCA eee" 


ds +(z+)tT+2)...(2+s+n) 
s= 
qui converge si la partie réelle de x est positive. 
ES 
(1) Acta math., 1. XLIIE, 1920, p. 187. 
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Passons aux formules de quadratures et rappelons que 


dB!" = 
a ) = Bt, (2). 
Puisque 
(8) DR ua" 


on obtient, en intégrant, 
wo ~ 
(9) 2f PR rues ao ee eee 
0 


En intégrant 7 fois de suite on trouvera 


I @ [0] [0] 
— 2 ae Ae def 
ER MR 


X(S+th+tte.:+ln— w)(S +h +e. +ha— 20)... 
X(S+4+...¢&—So)dh= ow BAT? (=): 
Cela posé, remplaçons dans l'équation (2) 
3 par stottwlt..-+oln 
et intégrons terme par terme par rapport aux variables /,...4,, ce qui 
est permis par cause de la convergence uniforme. En posant ensuite 
3 = 0 on trouvera 


1 1 1 
iy ee L dt, [ @( 2 + oly + Ol +--+ Oln) di 
0 0 0 


a (s-n+1) 
ye: A5, O(a +0). 
a 
s=0 


s! 


Mais en posant 3 — on obtient, en tenant compte de l’équa- 
tion (7); 


1 1 i 
[arf dt, [ d(x+oti+wh+...+ ot) dl 
0 0 0 
n—1 


OB gs 


ù == 0 


aw" ; 
(= 1 5B, AB (x) À 
ue sont+l 


w* Be 


an) Ai, (x). 
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Pour n=1, ces intégrales itérées se réduisent à des intégrales 
simples et l’on trouvera 


$ 


r+ = sR 
(10) xf ®(s)dz=>) = T Ai, O(2 + w), 
x s=0 . 
w* BS"? 


(11) xf D(z) ds = D(x) + = Ay (æ)— >) PSS 5 Ai, ®(z). 


= 


Il résulte de notre analyse que ces séries convergent encore pour 
R(x) > A(w). En prenant suffisamment petit nos séries convergent 
donc pour toute valeur de x dont la partie réelle est plus grande 
que a). S'il s’agit de calculer une intégrale étendue sur un intervalle 
de longueur /, on peut se servir directement de ces formules si / est 
très petit. Mais, en général, il est préférable de décomposer |’inter- 
valle d'intégration en m parties égales, en posant / = mw, et d’appli- 
quer les formules à chacune de ces m intégrales. En remplaçant x 
successivement par r+, ©+2, ..., æ+(m—1)w dans les 
- formules (10) et (11), et en ajoutant ensemble, on trouvera 


[+ ds + D(x itis 


ri | 


He (s) 
sR 
ve BS 


ai 5! 
si 


| Ast ®[ 2 + (m+1)w] — At O(x+0)!, 


dE D(:) ds — EUICEL CEE O(e+20) +... 


| + [x + (m—1)w]+ LICE: mw) 


LA w* BS-)) Tr + 
+) Sis ap LAs! DCE) — Asst @( + mu)]. 
PET 


Laplace (') a déduit la dernière formule dans sa Mécanique celeste 
mais il n'a pas indiqué la condition de convergence En posant, en 


particulier, (x) = ~ dans les équations (10) et (11), on trouvera les 


(1) Œuvres, t. IV, Paris, 1880, p. 206-207. 
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séries de facultés suivantes : 
= __ YBR 
log (1 + 2) = >, MORE Ti et tr ee 
z (æ+i)(æ+2)...(æ+s) 
s=0 
I x Rls - 
log(1+ =) = 5-2 —Y — ANR aoe 
4 x 2 x(x +1) s—1 2(v+1). .(r +s) 
s=3 
On a ici «, =a =o. L’abscisse de convergence de ces deux séries 


est donc égale à zéro. 


15. Les formules de quadrature et de différentiation mécanique 
que nous venons de déduire mettent en jeu les différences qui des- 
cendent en diagonale dans le tableau des différences. Mais si l'on 
veut utiliser les différences qui figurent sur une ligne horizontale il 
faut avoir recours à la formule d’interpolation de Stirling : 


. US Cu V2 re a Maes NP 


2)  d(x+:)— 2 Jaa 


etme tetany... (gt 4 $m? ‘ 
LYC IE oe art Ny Ole — (5 +0] 


AE UT" (25)! 
s=0 
ceca let ed 
+3Y : x | ON: Az Dr — son 
dd (2s+1)! 
v0. 


Soit donc maintenant ®(z) une fonction entière qui satisfait a 
l'inégalité (1) dans tout le plan. La fonction ‘)(¢) qui figure dans le 
paragraphe 5 est supérieure ou égale à log(3 + 242) quel que soit ¢. 
De l’analyse du paragraphe 6 résulte done que ces deux séries con- 
vergent uniformément dans toute partie finie du plan des = pourvu 
Ann Ee. Norm., (3), XL. — FEVRIER 1923. 5; 
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que (*) 
log(3 + 2 V2 
(4) lal< el eee 
On peut donc dériver terme par terme. En dérivant les deux 
membres de l’équation (12) ‘par rapport à z et en faisant s =o on 
obtient 


sis! 


P'(æ) OU ote aay Ast Vo ®L x — (5 + 1)o]. 


s=0 


- 


Pour trouver les dérivées d'ordre quelconque reprenons l’équa- 
tion (4) et rappelons que le nombre rationnel* D" satisfait à la 


relation (?) 
Dp” ies 3B” (2). 
) 2 


Par un calcul facile on en déduit les expressions suivantes des dérivées 
d’une factorielle dans le point s = 0, 


d"[2(z*— w")...(s?— s*w")] | Grp (2s+1)! posts 

See") ee SEC EC" (as+i—n)! ‘117% 
d"[2?(z°’— w")]...[22?—(s—1)?w*] _ /ow\?s-r (2s—1)! pes... 
D à ee ee 


Mais le nombre D‘” est égal à zéro, si s est impair. En dérivant la 
série de Stirling (12) par rapport à s et en faisant ensuite z = o on 
obtient donc 


= 2s J)(2s+22) 
Dr (x) = D (2) s UE — A3s*?4-"'V, OL 2— (s+n)w], 
s=$ 
: ad 2 \@s+2n) 
Den) (zx) man (=) x aa A2 Dr —l(s+n)o]. 
s=0 


La formule de Bessel peut nous fournir un résultat tout semblable. 


(1) Si, en particulier, la fonction P(z) esi du genre zéro, les séries (12) et (13) con- 
vergent donc pour toute valeur réelle ou complexe de w. 
(*) Loc. cit. (Polynomes de Bernoulli, p. 163). 


2% 


est 
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En posant z =o dans cette formule on obtient d’abord 


> ® _+ ow \751.3.5...( 285A) ngs 
o(2+2)=Sian(2) 2.4.6...(25) AS Vo D(r — 50). 
s—=0 


+ 


On fait usage de cette série quand on aura besoin de déduire, 


d’une Table avec l'intervalle w, une autre Table dont l'intervalle 
* 
on 


En dérivant la série (13) par rapport à z on trouvera, pour 2 = 0, 


(a) . 6) MS Be. (at) J 
®’ z+2)=Y LE — À O( 2 — 80). 
( 2 bike 2.4.6...(2S), 1:28+1 ” ( ) 
s=0 (44 
Pour trouver les dérivées d’ordre supérieur nous déduirons d’abord, 
de l’équation (4), les relations suivantes, où l’on a mis 3 = o après la 
différentiation : 


effe-@) IEC EN 


dz" 
3/07" (2s)! (2541) 
=($) aol pet ; 


ofefen(2)]e-CaY ole(od)*I. 


=" 
= 


sey D LE (2s)t pasty, . 
(25 — n + 1)! 25—-n+1 


En dérivant par rapport à z dans la série (13) et en faisant ensuite 
z =o on trouvera, par conséquent, 


Pad 


: = # œæ ie ot tae + A w Le 
Pr? IC = =) = (2) (as)! ee Vars Le (s+n)w], 


s=0 


2 [A] = @ \25 D Û id n+1) 
one (2+ 2) =antny (2) HOPOrT EN ET) 
s=0 wh ote £ HUE OM 


oe A+?! ®[z—(s+ nye |: < 


IL nous reste à déduire les formules de quadrature. On a, en vertu 
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de l'équation (8), 
3(s?— 17) (s*— 2")... [s?— (s —1)?] = BY, (2 +5). 


En intégrant par partie on trouvera donc 


(15) i 32(s?—17)...[s?—(s—1)*]ds 


1 
= + B29(s +s+1)— as Br (F +s)+2BS5 (2 +5). 


25 2s-4 
" I : . 
En faisant z = — = le second membre s’écrit 
I 1 D2s-1) 
pissy EAN PSS 
ion 25 Bs: (s+ ~) 25228? 


mais cette expression peut se réduire. On a, en effet (‘), 


RY > == pe $ (Wb) 4 à 38 (a-1)( > 
By G+n=(s = )8: + Be; (3). 
En faisant 3 = ~—" on en déduit 
Fm er Oy es ae De?! 
(17) B. ( 2 )=( —) ae 


A l’aide de cette relation on peut réduire l’expression (16) et l’on 
trouvera ainsi 


2s D 1) 


24 =~ 1 


og ae Tea ee TE 
\2, 
De plus, on aura 


f 3(3*— w?)...(s*— su?) ds = 0, 
24 
2 


parce que la fonction sous le signe est impaire. En intégrant la série (12) 


(1) Polynomes de Bernoulli, p. 185. 
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par rapport a z on trouvera donc 
‘ 2 os Di2s-1) . 
Vo te à CARE CT ps 
0: 


En intégrant les deux membres de l'équation (15) on obtient 


1 1 
f dti f (a+ t,+ te)? [(s+ t+ &)?—17] ..- [(s44h4+4)?—(s—1)P]at 
/ i) 


2 
= so Be (2 +s)+ BP Us -+ 5) 


25 25 — 


25 3 : 
PS (< + :) Biz" ?)(z +s). 


En faisant s——1 et en tenant compte de l'équation (17) on 
trouvera | 


af dt, [ (+ 6) (4+ 4) ot)... 
F à Bs 2s—1 pes-?) 
x (a+ 2)? (8 — 1)? 0? ] dts = — () pow 


En intégrant la série (12) deux fois de suite on obtient, par consé- 


quent, 


ss » 
Z 2 
Le du [ D(z + t,4 t,) dt, 
[A] 
en PR 
2 2 


TN Dist 9) a ag ae) 
=-> (2) Wii ay D(x Sw). 


Sf -@b- GY) S)4= 6) 
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En intégrant la série de Bessel (13) on trouvera, par conséquent, 


fs O(s =D (5 Vera Te D(x — sw). 


Tous ces développements convergeront donc quel que soit x pourvu 
que w satisfasse à l'inégalité (14). Si A =o les séries convergent dans 
tout le plan des w. Mais les séries divergent pour toutes les valeurs 
de x et de w si la fonction ®(z) ne satisfait pas aux conditions que 
nous lui avons imposées. C’est donc seulement dans des cas très parti- 
culiers que les formules en question sont rigoureuses. Néanmoins 
elles rendent de très grands services dans les calculs numériques 
parce qu’elles donnent une approximation suffisante dans tous les cas 
où Ja fonction ® se comporte à peu près comme un polynome dans 
l’intervalle qui entre en considération. S’il en est ainsi les différences 
successives: décroissent d'abord rapidement vers zéro, mais ensuite 
elles augmentent au-dessus de toute limite si nos conditions de con- 
vergence ne sont pas satisfaites. Les B°° et D!” qui figurent dans nos 
développements sont des polynomes en n qui satisfont à certaines 
équations aux différences mélées. Dans le Mémoire susdit nous avons 
étudié ces polynomes; on y trouvera, en particulier, des relations de 
récurrence qui permettent de déterminer rapidement les valeurs de 
ces quantités. Les Ouvrages mentionnés dans l’Introduction renferment 
un, grand nombre de formules de quadrature et de différentiation 
mécanique. Mais ces auteurs ne se préoccupent ni de la question de 

convergence ni de trouver l'expression générale des coefficients des 
séries. [ls adoptent un mode de calcul qui parait moins commode que 
celui que nous venons d'indiquer. 


Note. — Aux mémoires mentionnés dans l’Introduction il faut 
encore ajouter l'ouvrage suivant : K. Pearson, On the Construction of 
Fables and on drterpolation. Fracts for Computers No. 2. Cambridge, 
1920. 


—— 
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SUR 
LES SYSTÈMES CYCLIQUES DE TRIPLES DE STEINER 


Par M. S. BAYS 


J. Steiner (') a posé, en 1852, un problème compliqué d’analyse 
combinatoire, dont la première partie, la seule qui ait été jusqu'ici 
l’objet de recherches importantes, porte le nom particulier de problème 
des triples ou triades de Steiner et a l'énoncé suivant : 


Pour quel nombre d'éléments N peut-on trouver un système de triples 
(combinaisons trois à trois) contenant UNE FOIS ét UNE SEULE FOIS chaque 
couple de ces éléments? Pour un N donné, combien y a-t-il de systèmes 
DIFFÉRENTS, c'est-à-dire de systèmes ne pouvant provenir l’un de l’autre 
par une permutation quelconque des N éléments? 


Par exemple, pour les sept éléments 0, 1, 2, .-., 6, dans le système 
de triples suivant : 


012, 034, 056, 135, 146, 236, 245, 


chacun des 21 couples de ces sept éléments entre une fois et une seule 
fois. | 

Le nombre des triples d’un tel système pour contenir une fois exac- 
| LE N(N —1) OF 
tement chaque couple doit être ——z——; un élément quelconque, pour 
être accouplé à chacun des N —1 éléments restants, doit entrer 


dans À ne * triples. Avec cela on trouve aisément que les formes néces- 
saires pour N sont 6n +1 et 62+ 3. 
Ces deux formes sont également su ffisantes ; Reiss (*) (1859) et plus 


hou liée et TR RER PR nn ET 


t+) Journal fiir Mathematik, t. XLV, 1853, p. 181. 
(2) M. Reiss, Journal fiir Mathematik, t. LVI, 1859, p. 326. 
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tard H. Moore (‘) (1893) ont établi qu'il existe des systèmes de 
Steiner pour chaque N de la forme 67 +1 et 6n+ 3, en donnant 
chacun un procédé différent de construction de tels systèmes. Mais la 
seconde partie du problème, la détermination du nombre des systèmes 
différents pour chaque N =6n + 1 ou 6x + 3, parait encore, à l'heure 
actuelle, loin d’être résolue. 


Pour N—6n+1, comme aussi pour N = 6n + 3, il existe une 
classe de solutions du problème de Steiner intéressantes par leur 
construction spéciale. Ce sont les systèmes de triples cycliques (?). Il ne 
sera question dans ce travail que des systèmes cycliques de Steiner, 
de N -=6n + 1 éléments. Soient les N= 6n +1 élémentso,1,2,...,6n. 
La série ou colonne de N triples suivante : 


a+x, Ptr, y+z (See Oy ty Bp ee og OE Ts 


dans lesquels chaque élément est éventuellement remplacé par son 
plus petit reste positif (modN), est dite cyclique; elle est un cycle 
de N triples, formés chacun des trois éléments consécutifs aux 
éléments du précédent, et qui se reproduit indéfiniment par la substi- 
tution cyclique (o 1 2... N). Un système de triples de Steiner 
des N=6n+1 éléments o, 1, 2, ..., 6n sera dit cyclique, lorsque 


N(N — . 1 ‘ . — 
les ae triples du système sont répartis en de = =n colonnes 
cycliques différentes : 
a; + x, Bi+æ, Yi+æ (io hu, a: RS) 


On fait immédiatement les remarques suivantes : 


1° Une colonne cyclique est déterminée par l’un quelconque de ses 
triples que l’on peut appeler sa téte de colonne. 

2° Une colonne cyclique a trois et trois seuls de ses triples conte- 
nant l’un quelconque des N éléments, l'élément o par exemple. 

3° Deux colonnes cycliques différentes n’ont aucun triple commun. 


(1) E-H. Moore, Wathem. Ann., t. XLIM, 1893, pi 271 
Le tout est exposé également dans E. Nerro, Lehrbuch der Combinatorik, p.202 à 218. 


(?) Les systèmes cycliques pour N = 6n-+ 3 sont formés par n colonnes cycliques : 


(ai 2x, Bite, yi+ xv). (2, 0, 1,2, ..., 6n +2), et une colonne cyclique supplé- 
mentaire de 2” +1 triples. 


7 
} 
L 


75 
‘2 
_. 
4 
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4° Un système de » colonnes cycliques différentes sera un système 
de triples de Steiner, si l’un des N éléments, l'élément o par exemple, 
s’y trouve accouplé, dans les 3x triples qui le contiennent, à chacun 
des 6n autres éléments 1, 2, ..., 6n. 


E. Netto (') (1893) a donné un système de triples de Steiner cyclique 
pour les nombres premiers de la forme N = 6n + 1; g étant une racine 
primitive de N, les n colonnes cycliques suivantes : 


gg ee, ore ae 


t 


db 01, 1 5 OU md, I, 2,1... N 1) 


constituent un système de triples de Steiner. En effet, les triples conte- 
nant l'élément o dans ces n colonnes sont les suivants : 


fe} ay g” : fa) "à zoe? : PE 
— 99 oO —g°+ 8"; —g! 0 —gi+g"'; ME 
— on — g" + g° o : — grr — gn +g! 0 7 = = 
4 
ra) i oe: gee 2 
—g" o — gr + gr! : 
— gn} — gent +g"! 0 : 


et à l’aide des congruences : 


=g"" (mod N). 


x n 1 n+l - 
Be eet. D UE Lion save ob oy ’ 

2n 3n 2n+1 8n+1 3n—1 4n—1 
eh Bess OLE ST PAT E g 
obit on o+n+\ oba+l 5a—1 6n—1 
$ D 0 $ 8 ’ o § fof 


L'élément o est ainsi accouplé à chacun des 67 autres éléments 
D 2h: nés QE: 
I RE PO 

(1) E. Netto, Wathem. Ann., t. XLII, 1893. p. 143, ou Combinatorik, p. 220. 

Dans le même article Netto donnait également la construction d'un système de triples 
cyclique pour N = 6n +3, 3 condition que 2n-+1 soit nombre premier de la 
forme 6m + 5. L. Heffler (Mathem. Ann., À. XLIX, 1897, p. 101) a levé cette dernière 
restriction et construit un système de triples eyelique pour chaque N = 67 + a. 
où 2n +1 est nombre premier. 


Ann. Ee. Norm., (3), XL. — FÉVRIER 1923. 8 
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Remarquons le fait en rapport avec. la suite du travail, que les 


n colonnes suivantes : 
Loe + x, RTE +. 


(æ=0,1,3,..., 07; @=O, 3, 25.50, 1) 


représentent, avec la même racine primitive g, un second système de 
Netto n'ayant aucun triple commun avec le premier. En effet, les triples 
contenant l'élément o dans ces » colonnes sont pareils aux triples plus 
haut, à la différence près que g” est remplacé par g*”, et à l’aide des 
congruences : 


n — sn 0 — 
g* =—A, & Lae 


g** (mod N), 


on trouve de nouveau qu’ils prennent les formes : 


o g° Pr re) g' me, RE we oO Fons UE ; 
oO gs a, Oo a | PE at o dc Pests $ 
, n Qn n+1 2n+1 oi = 
Ora 8 Te Baty og 4 , Es d STE TS 


Elles montrent sans autre que ce second système n’a aucun triple 
commun avec le premier. C'est, d'ailleurs, un système équivalent 
au premier, car il en découle immédiatement par la substitution 


Le, gel (1). 


L. Heffter (*) (1897) a énoncé et étudié, relativement aux systèmes 
de triples cycliques les deux problèmes suivants. En remarquant que 
dans un système de triples cyclique, les trois différences entre les 

éléments d’un triple pris deux à deux dans un ordre fixe sont constantes 
pour tous les triples de la même colonne : | 


a+zx, b+z, c+x 
(æ=0,1,2,. .,6n ou6n-+ 2), 


ont une somme nulle et caractérisent cette colonne, il ramène la cons- 
truction d’un système cyclique pour N = 6n + 1 à la solution de son 
problème des différences 1 : 


Répartir les nombres 1, 2, ..., 3n en n groupes de trois, de maniere 


(*) Notation analytique (Nerto, Gruppen und Substitutionentheorie, p. 164). 
(?) Herrrer, Mathem. Annalen, t. XLIX, 1897, p. 101, et Nerro, Combinatorik 
p- 221.8 227. ‘ 
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que dans chaque groupe les trois nombres aient pour somme 6n +1, ou 
que l'un des trois nombres soit égal à la somme des deux autres. 


Et la construction d’un système cyclique pour N = 6n +3, à la 
solution de son problème des différences II : 


Répartir les nombres 1,2,...,2n,2n+2,..., 3n+1,en n groupes 
de trois, tels que les trois nombres d’un groupe aient pour somme 6n + 3, 
ou que l’un des trois nombres soit égal a la somme des deux auires. 


Nous nous proposons, dans ce travail, de trouver tous les systèmes 
cycliques différents pour les premières valeurs de N —6n +1 éléments. 
Dans une première Partie nous établissons que les systèmes cycliques 
vont par couples de systèmes conjugués équivalents, n'ayant aucun 
triple commun; la recherche des systèmes cycliques est ramenée aux 
solutions du problème de Heffter, mais en déduisant de chaque solu- 
tion 2”-' systèmes cycliques qui sont éventuellement différents. Dans 
une seconde Partie nous introduisons les substitutions métacycliques 
et quelques théorèmes nouveaux relatifs à leur effet sur les colonnes 
cycliques; l'emploi de ces substitutions permet alors de grouper 
l'ensemble des systèmes cycliques obtenus en classes de systèmes 
équivalents (par une substitution métacyclique). Enfin, dans une 
troisième Partie, le procédé des trains de White (*) simplifié nous 
permet de reconnaître si les systèmes de deux classes différentes sont 
différents ou non, et d'obtenir pour les valeurs de N=— 7, 13, 19, 
25 et 31 éléments auxquelles je me suis limité, tous les systèmes 
cycliques de Steiner différents et les groupes de substitutions qui leur 
appartiennent. 


. PREMIERE PARTIE. 


——— 


Nous prendrons comme tétes des différentes colonnes cycliques l’un 
de leurs trois triples contenant l'élément o. Écrivons tous les triples 


(1) H.-S. WHITE, Transactions of the Amer. Mathem. Society, vol. XIV, 1913, p- 13. 


5 
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des N éléments contenant l’élément o, ce qui revient, en négligeant 
l'élément o commun à tous ces triples, à écrire tous les couples des 
éléments 1,2, ..., On. | 

Nous avons avantage à disposer l’ensemble de ces couples sous la 
forme d'un tableau triangulaire, dont nous donnons l'exemple 
ci-dessous pour N=6.3+1=19, en notant, pour abréger, les 
éléments par 0, 1, 2, ..., 9, 0", 1°, ..., 8°: 


Tableau I. 


16 26 36 46 56 


1785027: s7\ 57 67 


18 28 38 48 58 68 78 | 


19 29 39 49 \59 69 79 89 


Cc’ 10’ 20° 30' 40° 50’ 60' 70° 80 90 
À. gel” sr’ kit PA el, 71 Qi 0'L 
12t 22" 32 4e" 52’ 62". 72" 82" 92° 0? Te" 
13° 23° 33" #3 63" 63 73 09499" UN" 19 eo" 
147 24 94 44 656 6k' 74’ 84 or he ee Te 
LT ON à cdo ae Ge 75) \ 85 96" 0S" Pale eS). 15e 
19e 26" Hae 56° °66'° 76' 86": 95 O68 16' re" 36 *'6' 556! 
17 ae SN RES SWE? Ê TT e7\ sr DT AIN a i Fo 
ct 37. AY ST be 


18 28' 38 48 58 68 78 68 98 oe 18 08 J8 #8 58 6e 7e’ 
B : 
A’ ; 


si po En Ogg, Mani 5 ne hs A M me en me ing 


C 


La colonne cyclique qui se déduit delatête de colonne(o, 2,8),(x 8), | 


OT 


CN 
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contient les trois triples : 


» . base carrée, 


2 à B ou mieux (0 @ B, 
(1) SN—a 0 p—« les ines à RP 
Ren ear fe \ triples (o N—B N—(B—a@), 


puisque, dans le tableau précédent, chaque couple a en premier son 
élément inférieur, indiquant la rangee verticale, et en second son 
élément supérieur, indiquant la ligne horizontale. 

Il est facile de se rendre compte de la position respective de ces 
trois triples. Car si 8 augmente de 1, le triple (0, «, 8) descend d’une 
ligne dans la même rangée, le triple (o, aha, NS a) avance 
d’une rangée dans la méme ligne, et le triple[o, N— 8, N - (B— a)] 
monte d’une ligne et recule d’une rangée. Or, pour 8 = 24, les trois 
triples deviennent : 


+ 


0 a 2 sur la médiane AA’, 
0 a N—a » BB’, 
o N—2a N—a » CC, 


les deux premiers dans la même rangée du tableau, le second et le 
troisième dans la mème ligne. O désignant le centre des médianes 
AA’, BB’, CC’ du tableau, les triples (o, x, 6) situés sur la médiane AO 
et à l'intérieur du triangle AUB ont ainsi leurs deux autres triples (1) 
correspondants placés dans le même ordre respectivement dans les 
triangles BOC et COA. Les triples de la médiane AO et de l'intérieur 
du triangle AOB peuvent donc être pris comme téles des n(6n —1 

colonnes cycliques différentes en lesquelles se répartissent les 


n(6n—1)(6n +1) 
triples de Gn +1 éléments ('). 


(1) Si, au lieu d'écrire les triples contenant l'élément o dans les casiers d'un réseau à 
on dispose ces mêmes triples aux sommets d'un réseau à base triangle 
équilatéral, le tableau prend la symétrie complète du triangle équilatéral. À chaque 
mouvement de l'axe lernaire, un triple quelconque se couvre avec son correspondant de 
la même colonne cyclique, et les deux triangles conjugués AOC et BOC’ (voir plus loin} 
sont symétriques par rapport à la médiane Oc’. 
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Pour qu’une colonne cyclique (0, «, 8) puisse faire partie d'un 
système de Steiner, il est nécessaire que cette colonne ne contienne 
pas deux fois le même couple. Il faut donc que les triples (1) de cette 
colonne ne eontiennent pas deux fois le même élément, autre que o. 
Or, ce n’est que lorsque B = 2a, ou N— a+ 8, ou N+a= 268, que 
deux des éléments «, 8, 8 a, N—a, N—$, N—(B—x), sont 
égaux, c’est-à-dire lorsque le triple (0, «, 8) est situé sur l’une des 
trois médianes AA’, BB’, CC’. 

Donc seules les colonnes cycliques déduites des tétes (0, a, B) situées 
sur AO et OC! (ou sur l’une quelconque des trois médianes du tableau) 
contiennent deux fois le même couple. Toutes les colonnes cycliques 
déduites des têtes (0, x, B) situées à l'intérieur du triangle AOB, en 
dehors de OC’, sont des colonnes propres à former des systèmes cycliques 
de Steiner. 


Nous appellerons la colonne [o, «, N — (8 — «)] la conjuguée de la 
colonne (0, «, 8); dans ce cas, celle-ci est inversement la conjuguée 
de la première. La conjuguée de la colonne (0, a, 2% + x) est 


(o,a;,N—ax— zx); 
deux colonnes conjuguées sont donc équidistantes verticalement des 
triples (0, «, 2&) et (0, «, N — x) des médianes AO et BO. Lorsque « 
est impair, la colonne (0, a, As 
sa conjuguée. 


) sur la médiane OC’ est à elle-même 


Tutorime. — Une colonne cyclique se transforme en sa conjuguée par 
la substitution |x, N — x|. 


En effet, cette substitution change le triple : 
ZT, @+a, x+f$ 
de la colonne (0, «, B), en 
N—x, N—zx— a, N—zx—86, 


qui est un triple de la colonne conjuguée [o, «, N— (B—«)]. 
Pour constituer un système de triples cyclique, il s’agit de prendre 
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n colonnes (0, a, B), à l’intérieur du triangle AOB, en dehors de OC", 
dont les 6 éléments associés à l'élément o soient tous différents d’une 
colonne à l’autre, et reproduisent les 6n éléments autres que zéro : 
1, 2, 3, ..., 6n. Puisque les six éléments associés à o dans les 
deux colonnes conjuguées : 


0 ot 6, o «4 N—(B— ax), 
o B—«@ N— a, o N—B N—a, 
o N—6B N—(B— x), o B—a B 


sont les mêmes, dans un système de triples cyclique, l’une de ces 
colonnes -peut indifféremment être substituée à l’autre; le résultat de 
la substitution sera chaque fois un nouveau système cyclique de 
Steiner. Le système cyclique, formé des n colonnes respectivement 
conjuguées aux 7 colonnes d’un premier système, sera le système 
cyclique conjugué au premier. Du théorème plus haut découle alors la 
conclusion : 


Les systèmes de triples cycliques vont par couples ; les deux systèmes 
d'un même couple n'ont aucun triple commun, mais sont equivalents et 
se transforment l'un dans l’autre par la substitution | x, N — x|("). 


La détermination des systèmes de triples cycliques différents (quine 
peuvent provenir l'un de l’autre par une permutation quelconque des 
éléments) se restreint donc ainsi aux têtes de colonnes cycliques 
situées à l’intérieur du triangle AOC’, avec faculté de remplacer dans 
pee. eee 

2 

(:) H.-S. White, dans un travail dont il sera question plus loin (Transactions of the 
Americ. Mathem. Society, vol. XIV, n° 1, 1913, p. 13), a remarqué ce théorème, mais 
seulement dans le cas particulier du système cyclique de Netto de 13 éléments. 
Il est maintenant établi d’une manière générale. Le second système de Netto considéré 


au début : 
DHEA, (moe cm 1) 


n’est autre que le conjugué du premier : 


0, g%, gra, CE = 092, dng At =) 


N —(g"*+4*—g*) = SNH (mod N).. 


-puisque | 


- Ex 
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chaque système une ou plusieurs de ses colonnes, mais non toutes, 


par les conjuguées. Soit (0, «, 8) une colonne cyclique à l'intérieur 
du triangle AOC’. Parmi les six éléments accouplés à o dans cette 
colonne : 


(2) Z, B — a, B, N — 8, N—(6—2), N —a, 


~ , e oe . N - - 
trois d’entre eux sont inférieurs à — et les trois autres compris 


entre u et N. 


Dans le tableau triangulaire I, le dernier triple sur la médiane AO, 
immédiatement au-dessus du point O, est le triple (0, 2, 4n); 
d’après cela, dans les colonnes (o, a, 8) de l’intérieur du triangle AOC’, 

les éléments « et B ont comme valeurs extrêmes respectivement 
2n—1 et 4n—1. D'autre part, l’élément B—a a sa valeur 
extrême 3 — 1 dans le triple du triangle BOA’ situé immédiatement 
à gauche du dernier triple (0, 32, 6n) de la médiane AA’. Par consé- 


quent, dans les éléments (2), à et 8 — a n’atteignent jamais — 


== Sas 
% N 2 7 - “ . 
seul 5 peut dépasser — et atteindre 4x — 1, mais c’est alors N.— 8 qui 


, 4 eT . N 
devient à son tour inférieur à Es 


Si nous appelons les trois éléments (2) inférieurs aX la caracté- 


ristique de la colonne cyclique (0, a, 8), cette caractéristique sera 
donc, selon le cas : 


a, B—a, 6 pour B=2a+1, 24 +2, ..., 3n; 


2, B—a N—3 pour B=3n+1, 3n +2, ..., 4n—1. 


Ecrivons les caractéristiques de toutes les colonnes cycliques(o, a, 8) 
de l’intérieur du triangle AOC’. Il sera commode de placer sur une 
même ligne horizontale les caractéristiques des colonnes d’une même 
rangée verticale du tableau I. Les caractéristiques situées sur la même 


ligne horizontale ont ainsi leur premier élément commun; nous ne 


l'écrirons qu’une seule fois devant chaque ligne. Par exemple, 


| 


—s 


“mans tte. 


€ 
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pour N = 25, le tableau suivant des caractéristiques s’écrit immé- 
…  diatement : 


je” dl 
4 


Pour que les douze éléments (2) associés à l'élément o dans deux 
colonnes cycliques différentes soient tous différents, il faut et il suffit 
évidemment que les six éléments des deux caractéristiques soient 
tous différents. Déterminer toutes les combinaisons de n colonnes 
cycliques du triangle AOC’ constituant un système cyclique de Steiner, 
revient donc à déterminer sous les groupes de n de leurs caracteristiques 
n'ayant aucun élément commun. Comme il devait en être, nous 
retombons sur le problème de Heffter. Pour les caractéristiques de la 


première forme ( Baan), ©: 
a + 5 — a= B; 


pour les earactéristiques de la seconde forme (3 > 32), 


a+B—x+N—6—N\. 


(J'ai séparé par la barre oblique dans le tableau précédent les caracté- 
ristiques de la première forme de celles de la seconde.) Les premieres 
sont tous les triples des 3n éléments 1, 2, ---s 3n où l’un des 
éléments est égal a la somme des deux autres; les secondes sont tous 


SSPE ral 


= 


Ann. Ec. Norm., (3), XL. — Mans 1923. 9 


a ASE ek. Qc) 
A à " Zz 
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les triples des mêmes éléments où la somme des trois nombres est 
égale à N. Mais par le procédé suivi, nous sommes certains mainte- 
nant d’obtenir tous les systèmes cycliques possibles, et comme le 
problème se réduit ici à déterminer dans le tableau précédent toutes 
les combinaisons de n de ses triples n’ayant aucun élément commun, 
peut-être la loi selon laquelle croît avec n, (N = 6n +1), lenombre de 
ces combinaisons serait-elle plus facile à découvrir avec cette disposi- 
tion en quelque sorte géométrique de ces triples, coincidant avec la 
disposition régulière des têtes de colonnes du triangle AOC’. 

Quoi qu’il en soit, pour les premières valeurs de n auxquelles je 
me suis limité, je trouve, sans y mettre beaucoup de temps, les 
nombres de solutions suivants : 


POUF TT dr. neta ee 2 N= 4 1 solution 
Nr 9 sy COS MMS N = 13 1 » 
SAN = de. RSR ET LS: re N20 4 » 
eo) scar Re PE N=25 4% =» 
DE Sm doter PRE oe meee eee N= 31 64 » 


Pour opérer le plus simplement, par exemple dans le tableau pré- 
cédent de N = 25, je sépare par une barre verticale les triples des 
_ premières lignes:contenant les éléments jusqu’à 4 = 7; à partir de 1a il 
me faudra nécessairement un triple de chacune des quatre premiéres 
lignes, et nécessairement un triple contenant l’élément 5. J’essaye 
successivement 56, 57, 58, 59, et ensuite isolément les triples laissés 
à gauche 123, 134, etc., et l’opération est terminée. 


DEUXIEME PARTIE. 


Une solution du probléme de Heffter, c’est-a-dire un systéme de 
triples cyclique dont les tétes de colonnes appartiennent exclusive- 
ment au triangle AOC’, fournit en réalité, puisque chacune de ses 
n colonnes peut étre remplacée par sa conjuguée, 2” systemes de 
triples cycliques. La moitié de ces systèmes étant les conjugués des 
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autres, il en reste à examiner 2“-* pour chacune des solutions obtenues, 
c’est-à-dire pour : 


LENS PREND den N= 7 1 système 
1D) 0 sa ash ait A CE 19 2 » 
HR or PT One N= ro: 16 » 
EAC ee OLA ere a cess NE N= 35 120 » 
Wu) SAIC). eee Set N= 31 1024 » 


Une classe particulière de substitutions nous aidera à réduire beau- 
coup le nombre de ces systémes qui peuvent étre différents. 

Soient les éléments 0, 1,2, ..., N. Dans les substitutions suivantes, 
nous entendrons toujours comme jusqu’ici, par un élément supérieur 
à N son plus petit reste positif mod N. 

. La substitution cyclique |x, a + x| est la puissance a de la substi- 


tution 4 
s=|z,1+2|. 


Lorsque N est un nombre premier p, les substitutions 


=|x.a+ax|: 


(a=0,1,2,...,p—1; =I, 2, As ewe Pret) 


constituent le groupe métacyclique (Kronecker) ('). Poura=1,a=0, 
la substitution test l'identité; pour « =1, la substitution ¢ est la substi- 
tution cyclique s“, qui déplace les p éléments; pour « >1, la substitu- 
tion ¢ déplace p — 1 éléments; l’élément qui ne change pas est donné 
par la congruence æ=4a + ax (mod p). 

Lorsque N est un nombre quelconque, les substitutions 


t=|x,a+ax| 
[a—0,1,2,..., N—1; a — les o(N) entiers premiers avec N] 


constituent encore un groupe. Nous l’appellerons de mème le groupe 
métacyclique. Mais ici les substitutions où « > 1, selon les conditions 
dans lesquelles se présentent la congruence æ= a +ax(modN), 
peuvent déplacer un nombre d'éléments moindre que N —1. La 


eee le 


(1) Netto, Gruppen und Substitutionentheorie, p. a 
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m*"* puissance de la substitution 4, où « > 1, est 


am — 1 
. + ar |. 


= æ, a 

gee 

Foe SG N est nombre premier p, cette puissance ne peut étre 

qu’une substitution régulière de p—1 éléments, avec des cycles 

de u éléments, si w est la plus petite puissance de x congrue 

à 1 (mod p). Si @ est racine primitive de p, la substitution £ est done 
d’ordre p — 1 et formée d’un seul cycle. 

Que N soit premier ou entier quelconque, si p(N) est la plus petite 

puissance de « congrue à 1 (mod N),'le groupe métacyclique est 

produit par les deux substitutions 


re ee ge t=|zx, az] 


et chacun de ses diviseurs non cyeliques(nous les appellerons diviseurs 
métacycliques) par les deux substitutions 


s—=|x,i1+zx|], t=}z, a2}, 
où w est un diviseur quelconque de 2(N). L'ordre de ce diviseur 


métacyclique est ainsi N 2(N). 
a) 


Téorèmes. — 1. La substitution cyclique |x, a + x| transforme 
chaque colonne cyclique en elle-même. 


2. La substitution métacyclique|x, a + %2| trans forme chaque colonne 
cyclique en une colonne cyclique. 


En effet, par cette substitution, le triple quelconque 


k mer p 
devient 


a+ma a+na a+ pa; 
le triple de la méme colonne 
i m+s n+s p+s 
devient 
a+ma+se a@+na+sa a+ pa+sa, 


c'est-à-dire un triple de la même colonne que le précédent. 


on + | 


Gnome mu à 


tie 


a ae ty ge 
LA Maat 


"+ 


TMS ba 


. =i. © 


M i a 


on 


c’est-à-dire la colonne 
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3. La substitution métacyclique |x, a + ax| transforme deux colonnes 
conjuguées en deux colonnes conjuguées. 


En effet, par cette substitution, la tête de colonne 


o- wp 


devient 
aa+na a+pa, 


devient la colonne 


de même la colonne conjuguée 


* 


o = p 


devient la colonne 
o na p'a. 


Or p' =N—p-+vn, en d'autres termes 
| de P 


p+p'=n (mod N); 


mais, « étant premier avec N, on a aussi 


pa+p'a=na (mod N). 


Les deux colonnes transformées sont donc conjuguées comme les deux 
premières. é 

Le groupe, qui transforme un système de triples cyclique en lui- 
même, contient donc en tout cas le groupe cyclique ;s{. Les substi- 
tutions du groupe métacyclique transforment un système de triples 
cyclique en un système cyclique et deux systèmes conjugués en deux 


systèmes conjugués. 


4. Le groupe qui transforme en lui-même le système de Netto : 


0 8* git (a sz O pbs Byte 50) 


contient en tout cas le diviseur métacyclique d ‘ordre ORTHO" =3(6n+1), 


j|z,1+ 2], |z, g'x|| 
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En effet |x, g'x| transforme le système de Netto en son conjugué; 
donc |, g?"a| le transforme en lui-même. 


5. Le groupe, qui transforme en lui-même un système cyclique quel- 
congue, ne peut contenir de diviseur métacyclique d'ordre pa. 


En effet, soit w une puissance de « [p(N) est la plus petite puis- 
sance de « congrue à 1 (mod N)] pour laquelle la substitution |x, «x| 
change le système en lui-même. w doit être diviseur de 9(N), mais 
non de A0” sinon une puissance de |x, «°a|, changeant le système 


PIN) : 
en lui-même, donnerait la substitution FA a? Be alors que cette 


dernière substitution transforme le système en son conjugué, puisque 


æ?=—1  (modN). 
Par conséquent, si l’on a 
g(N) =abgrq™..., 
9(N) ee 2 
+ T TE it LÉ DT 
w ne peut être que 
@ = aBgtg”.... 
Le diviseur métacyclique en question d’ordre yee) ne peut donc 
être que d’ordre impair. (N) est nécessairement pair; aucun système 
‘de triples cyclique ne peut donc posséder le groupe métacyclique 
complet de ses N éléments. 
6. Si w est la plus petite puissance pour laquelle la substitution |x, x] 


wo 
change le système cyclique en lui-même, la substitution |»; ate] le 
change nécessairement en son conjugué. | 


Cela résulte du fait que les substitutions |, «| et Les a8>|, 
appliquées à ce système, donnent le même système transformé. 


7. La substitution métacyclique quelconque |x, b + Ba| (8 premier 
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avec N) est permutable avec le diviseur métacyclique : 
Masaælhe désat ti 


Les substitutions de ce diviseur sont, en effet, 


ja, awr|.|z, a+z|=|x,a+a%x| 
(a=o, ras. Ne s=ma"s, sl) 
et l’on a 
bn: b+GBzx|.|x, aE a 2 | = |; a + bass + Basa |, 
[æ, a+ avsx|.x,b+Bx|—=|x, b+ Ba'+ Bax. 


Or, la congruence 
Ba'=— b+a-+ bas (mod N) 


a toujours une solution a’, 8 étant premier avec N. 

Ce résultat revient a dire que deux systémes cycliques qui se trans- 
forment l’un dans l’autre, par une substitution métacyclique, ont les 
mêmes substitutions métacycliques quiles transforment en eux-mémes. 
En particulier, les diviseurs métacycliques appartenanta deux systemes 
conjugués sont constitués des mémes substitutions (*). 


Pour N=7=6.1+1, (n=1), le triangle II montre immédiate- 
ment un seul couple de systèmes cycliques conjugués 13),eb 35, 46,)- 
Pour 7 éléments, il est facile de voir, en effet, qu’il n’y a qu’un seul 
système de Steiner possible avec 30 formes différentes dont deux seules 


she : 
sont cycliques. Le groupe de ce système est ainsl d’ordre a == 268. 


Les systémes conjugués 13 et 15 possédent le diviseur métacyclique 


. d’ordre 21 : 
et 1+2z}, | 2, 3x |}, 
7 2 CAL RE LOEB LP UE ee 


(1) Le théorème donné par H. White, dans son travail cité plus haut, pour le système 
cyclique de Netto de 13 éléments, cl qu'il énonce ainsi: Zriple-s1stems of the Netto type 
on 13 elements occur in pairs, the two of a pair having the same group, but having no 
triad in common, esi ainsi entièrement établi pour un système cyclique quelconque. 

(2) En continuant à négliger d'écrire l'élément o commun à toutes les têtes de colonnes 


cycliques. 
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c'est-à-dire le demi du groupe métacyclique de 7 éléments. 


A A 

12 “12 

13 \23 13 \s Triangle Ill. 
é es \ 

16,26 3 14 2% 34 

(o) \ 

15 25 \35 Se 15 25 \s Ke 

16 26 36 46 56 16 26° 36 46 56 

B A’ C : = 


1727 a7 \ 47 57-67 
i 


18 28 38. 48 58 68 75 
3 ie) 
19 29 39 ,49\59. 69 72 83 


ig 


10° 20° 30° &G' 50° 60' 70’. 80 90 


F4 sg 
Tes 2 ar. der pou err 7Y Ser) 91200 
va \ Mr 


Ve 
Wate JL MORE. 507 GE 76 Bet or oe eee 
B A’ 


Triangle Il. 


Cc 


Pour N=13=6.2+1,(n=2), le triangle AOC’ a une seule solu- 
tion et ainsi deux systèmes à examiner (') : | 


14 a a 
; 
10 17 a; 


Nous noterons toujours par l'indice prime le système conjugué. Avec 
la substitution |x, 2.7| (2 est racine primitive de 13), nous formons le 
tableau suivant, où chaque système est le transformé du précédent par 
cette substitution : 


14 27 a 
28 14 a’ 
10° 28 a’ 


A partir de a’ ce sont les conjugués de ces systèmes qui reviendront 
dans le même ordre, puisqu’une substitution métacyclique trans- 
forme deux systèmes conjugués en deux conjugués. Donc encore un 
seul système cyclique pour 13 éléments, avec le diviseur métacyclique 
d'ordre 39 : 

ARTE LIRE NE 
saules ch $495) oe! pass anis à dnseblS unbsséth gli din Delauhe-68 200 


(1) Nous mettrons toujours à droite la lettre qui désigne le système. 


L 
t 
| 4 


Re 
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Pour former facilement ce tableau précédent et ceux qui suivent, il 
suffit d'écrire les têtes de colonnes du triangle AOC’ et d’y appliquer la 
substitution |x, xr| choisie, x appartenant à l’exposant z(N)(modN). 
Les triples transformés sont encore dans le triangle des triples conte- 
nant l’élément o et indiquent immédiatement la colonne transformée. 
Les transformées des colonnes du triangle conjugué BOC’ sont les 
conjuguées des premières. Avec cela, ces tableaux, où dans chaque 
rangée verticale une colonne est toujours la transformée de la précé- 
dente, et ainsi chaque système le transformé du précédent par la sub- 
stitution |x, «x|, s’établissent presque au courant de la plume; une 
fois atteint le conjugué du premier système, il est inutile de poursuivre 
puisque, en vertu du théorème 3 plus haut, ce sont les conjugués des 
premiers qui viendront dans le même ordre. 


Pour N=19=6.3+1, (n=3), le triangle AOC’ contient les 
quatre solutions (tableau 1) : 


14 29 a’ a Oat OU COR NP th 
15 28 3. D | dont les systèmes \ Gee) ie Ur 
16 50, . 2 c ( conjugués sont : / Use? Dee TC 
18 25 go d | oP pot eG a 


Il en résulte 16 systémes non conjugués; nous désignerons les quatre 
fournis par le système a par 


14 29 54 
10% 129 DU TA, 
14 DOS Gi UE 
14 29 53’ a3 


et de même les quatre fournis par chacun des systèmes 6, c, 4. La 
substitution |r, 2x| (2 est racine primitive de 19) donne la répartition 
suivante : 


14 29 51° a 
28 15 30° b 

37 20° 16 c 
51’ 14 22" ay 
30’ 28 L5° by 
"16 37 ry! Co 
29! ES 4 16’ a’, 
{ 30 23" b', 
au ee | Be ci 
16’ 20! 53. a’ 


Ann. Fe. Norm., (3), XL. — Mars 1923. 10 
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Donc, pour 19 éléments, au plus 4 systèmes cycliques sont différents. 
Le système a ne possède que le groupe cyclique {|æ, 1+ æ||}. Les sys- 
tèmes a, et d possèdent le diviseur métacyclique }|æ, 1+x|,|+, aæ| 
d'ordre 3 x 19 — 57, et le système d, le diviseur métacyclique 
\|a, 1+ 2|, |x, 2°x|! d'ordre 9 x 19 =171. | 


Pour N—25—6.4 +1, (n=4), le triangle AOC’ (pour 25 et 31 élé- 
ments le triangle des triples contenant l’élément o.ne tient plus dans 
la largeur de cette page; il est d’ailleurs facile de se le représenter) 


contient les 15 systèmes : 


Les systèmes conjugués sont : 
EE — —  — — 


13 ASE ASE 75 13/0146 59 tae un 
13 1003100 KI" qd So" 6618. bi 
14 30°. /5£ "G3? ia” 37 5. 90. OS ae 
15 29 33 GA 117 289 35" "Go 
15 23% 39 qo tie? free Morale 
16 MODE UT to” | :2g1:186 48/10 f! 
iG), 27101301 AY 20" "OR. Se. TE 


19110297 A OT) a fone at 
Poa boty) 1-00 
(7 1022 00020 | OR ae 
iy = NM fae ae 
16. + Diva holes #08 aire 
15". ee deer | ee y 
14%" 42040 38. » £6 were 
14’ 28 30" 49" ip’ 


17 22 3h AG 
18 26 32054 
19 25 44 63 
19 22 
10" 26 AE Sid 
HAUT 39 42 


VOS AT Sa Ro Te 


Il en résulte 120 systèmes non conjugués; nous désignerons les huit « 
fournis par le système a par : 


13 45 51 75 a 
LEONE QUE EN (oS ET 
13 46’ a0, a5" ae i 
13 AN LAN de Sir Kb | 
ON APE CN PAT | 
43” 46’ 51” 75’ as 
Ae Aree VO aa a | 
meres SENS, MTS: ei 
L 
La substitution |æ, 2x| [2 appartient à l’exposant (25) = 20 
(mod 25)] donne la répartition suivante; à droite les têtes de colonnes 


sont rangées à nouveau par ordre de grandeur de leur premier élément 
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autre que o : 


13 | Si || ET NE ou Jul 4901 51 oped: a 
26 | 18 | 33’ | 54’ » 1801006, 33cnih 04. i 
42’ | 26’ | 16 | 30’ » 16 | 26° | 30’ | 42’ Le 
Lo | ok (2a || "5 16 » OMS ST ale ON ale neg 
28° | 65° | 15. | 33’ » 19 12812393 | 655 | ai, 
41° | 36’ | 90’ | 16 » 16 } a0’ | 36 | 41° | Ji 
31’ | 19° | 40" | 22! » 19 "92011310 | 40% || MA; 
39 1123 | 77 | 15 » 10 12326398) 97" | ey 
68’ | 14: | 56’ | 20’ » 14 | 20° | 56’ | 68’ c' 
14’ | 28 | 38° | 40” » 10801038) 40" |" «6; 
13" | 46’ | 59° | 79’ » Elko. (ego SP OMe gg a 
13 | 41° | 53’ | 65’ ou 13 | 41° | 53’ | 65’ bbb, bs 6; 
26 | 31’ | 10° | 52’ » 10’ | 26 | 31° | 52’ m 
42’ | 39 | 207] 11’ » In (2021-3980, 42° No 
! 19 | 68’ | 45° | 22” » 19 | 22” | 45° | 68’ ky 
28’ | 14’ | 30” | 4g’ » 14’ | 28’ | 30” | 40’ Pp 
AV | 03" | 65.1. 5% » 180 (CAL) Soe OS | be, Ue tbs "DE 


Si nous prenons un autre systéme a; comme point de départ, c’est- 
à-dire si nous remplaçons dans le système a une ou plusieurs colonnes 
par les conjuguées, en vertu du théorème 3, les rangées verticales 
correspondantes seront remplacées par les colonnes conjuguées; en 
‘d’autres termes, les sept autres systèmes a; donneront chacun une 
succession de systèmes identique à celle de a, abstraction faite des 
indices. Même remarque pour le système b, pour lequel, d’ailleurs, il 
est inutile de pousser le tableau au delà de b,; à partir de 6,, en vertu 
toujours du théorème 3, se présenteront (') dans le même ordre des 
systèmes de même lettre que les précédents, mais d'indice différent 
puisque b, est d’indice différent de 6. Les systèmes b; vont donc par 
couples; pour connaître sans autre le transformé de b, par la substi- 
tution |x, 2°x|, il suffit de remplacer dans b, la colonne 41’, transformée 
de 13, par sa conjuguée 48’, transformée de la conjuguée de 13; on 
trouve b!. De même le transformé de b, est b, et de b;, b. Ainsi, pour 
25 éléments, au plus 12 systèmes cycliques sont différents; chacun 
possède uniquement le diviseur cyclique ||7, 1+x||. 


Pour N=31=6.5+1, (n=5), le triangle AOC’ contient les 


——————————_—_—_—_—_—_—_—— 


(1) Jusqu'au 1o™ transformé, qui sera nécessairement b. 
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G4 systèmes suivants; nous n’écrirons pas leurs systèmes conjugués : 


3 Fee 57 Pao eu il vy 205501 457 4 GR) 771: Gla) 

13. hud hoe BF RENNES) 19 him 38/04 4621 67 AE b) 

13,0 4 a D4ee 06 78 A(c) 107 ak tae) ae Ge) 

13 47 HA ee Go Te Bey 7 19 * 25 134 | ae) ot LE d) 

14 90 37 4 ye PAC) 102029 46° | 64 ! 78°! H(a) 

ikl se. SU Oe 2 b) so’ az !36 | 42° | 67 | (a) 

tar aa" 565 > GE Oot, he? 10 28 56 41 57° | He) 

if 3 5a’ 66: 89°" B(d) 10124. 138 | 45° |. 63" bald) 

14 24’ 351°. 76, 88... Bie) 10 420. 91 30 fi. : -68’ | ie) 

15 29 35’. Gy’ .. 88’. Cia) 10,25 | $6 | 6) Bg") The) 

15 vo 34! 68". 76 Cb) nu 26 ee eee ee ee 

13% 25 139 à 77/20 8922 Cie) Ti or y "TS ET 1 64! Ie 

15 209 3102 3x8 go’ Ci ady wie a4 | Yi 584 OS 4 Mad) 

16 2 34°" 46" 88%" D(a) 12’ * 29 38 47° 66°: K(d) 

16 »9 36 44 89 D(b) 12!" 267 | 33701 34 75 AU AT) 

16-21! 36%) 42 ge DC 19 27 36 jo: 87 K(b) 

16 69720368 fre DPI rf * 28! 1 36%" 49 ? 57e Ele) 

16° 22 31°) 47" 76: Did) jo, oh aah , foie Ger Rie) 

1617 game 945. 43 0-9 ae) 13 25 see OG) S872 ie) 

1672099 MISE Be Sy" DE ry 13’ 26 30 56 85" Lib) 

16:1423" . 32 ff’ 55" Doky 13-tog 031204416309 14e 

16... 000-235) AT PE OS Dek) 13/,, .a8 Sale ASE AE Lich) 

16 26% “307. 43° gq * Die) 13 92 opt poem 64e. Eve) 

17 90, 32-47, 56°, Big) 15 2% ° 38 , 78 99 Mia) | 
Te be | yea. as ney PORT Se, ae IT NT | 
mie ag 032790 g38) 15352 Etc) 15" 0 2 83g 4" 53" Mic) 1 
17 26 33 49 #9 Eid) a3 o lan, oBigeedQ,4 68% Mt) j 
Bion’ “346. Aa’) 5a Fia) tu 25 É 40h. 89h Na | 
00 idee 00 Fie) nd 24. 35 26 Oe ‘17 | 
18 32 SO 10 0, + (Co) i FA. 0e AT SUR) 

180633 10435 ,0 Gov SH 4 Pred) 410800 BYOCES Mon NU 

due 27 aude & 44! Lo hes 14 uns a8enc614 1654 :Nten 


— Ilen résulte 1024 systèmes non conjugués. Sia’, b’, c', d’, e' repré- 
sentent les cinq colonnes conjuguées du système Aa) par exemple, 
nous désignerons encore selon le mème principe que plus haut par A,, 
A,, Ay, Ay, A; les systèmes qui contiennent la seule colonne conjuguée 
correspondante a’, b’,c’, d',e'; par Ay, A;, Ag, ..., Ay; respectivement 
ceux qui contiennent les combinaisons successives de deux colonnes 
conjuguées a’,.'; a’, c!;.a!,.d"3.a!,.e'3.6', 0 3b id’ s.b'y aby. ci d'scyatz 
ae € 


— kane 
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La substitution |, 3.2! (3 est racine primitive de 31) répartit ces 
1024 systèmes en huit groupes de systèmes équivalents; trois groupes 
sont d'un même type, et trois autres groupes d’un même type égale- 
ment; les deux groupes à part donnent les systèmes qui offrent le plus 


9° RS 

d'intérêt. 

Premier groupe. 

mi ir | 55 | 68’) 8’ ou, | 13 | 41 55’ | 68’ | 87° | Ava) Ay As Ag Ay Av Any, Arse 
59 | BT | | 55 | 41 » | i | 22° | 39 | fr’ | 53° | Mic) 
16") 50°"! 53") 220 |» 16” | 22° | 30”) 43’ |,73" | Dice) 
45". 36'} 215) 71” | 16 » | 16" | at 36: | 4371 sr’ | Diele) 
et So’ lnoGl 111,36" cr 2426 | 56! 1:54" 4 820) Foch) 
By" | 44”) 68 | 13 | 827} » | 13 | 44 | 51° | 68 82"| Ayia) Ase Aus Avo AY AG Ai: Ate 
69 | {| 15 51"| 87° | » 13 | 40’ | 52! 6g’ | 85" | Aista) As As 4 
m9" | 44| 51"| 69 82") » ig’ | 44” [51° | 69° Go" | Aa) A, A6 ‘AS 


D'après les remarques faites plus haut, il est inutile de pousser le 
tableau au dela de A, (a); à partir de A,(a) les systèmes de mêmes 
lettres se représenteront dans le même ordre, mais avec des indices 
différents, A ta) étant différent de A(a). Le 10° transformé de A(a) ne 
saurait être A‘(a) ou Aa), en vertu toujours des propositions 

— noncées: il est A,,(a). Pour l’écrire directement, les deux lignes 
des systèmes A(a) et A,(a) nous suffisent. Le 15° transformé de A(a) 
sera nécessairement A‘(a). En remplaçant 15 et la première rangée 

= verticale du tableau (le gauche) par les colonnes conjuguées, on a 

A, (a) et ses systèmes transformés; en remplaçant la seconde rangée 

| verticale par les conjuguees, on a A,(a) et ses transformés, et ainsi 
de suite. Le résultat apparait immédiatement : 


tf Les quatre systemes A(a), A,(a@), A(a). A,(a) ne possèdent que 
le diviseur cyclique | +, 1 + ehh. 

Les quatre systèmes A,(@), A;(4), A,,tu), Ays(@) onf le diviseur 
métacyclique TRUE is tes 3' || d'ordre eS Bae 0: 


ee ea ee 


(1) En entendant par Ay, As, Ag, €te.. 1€9 systèmes A,(@), Aa), Asia), ele. Nous 
négligeons seulement d'écrire la lettre (a) pour gagner de la place. 


| 


7 
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Deuxième groupe ‘(même type que le premier). 


14 | 22’| 56’| 63’| 87’| ou | 14 | 22’| 56° 63’ | 87'| Bic) By, Bz Bs Bs Bs Bio Bu ( 
32’| 16”| 26’} 88’| 4r'| » 16”| 26’| 32’] 41° | 88° | D,(4) 
46" | 36’|.67’| 18 | 22°| » 18 | 22’| 36° | 46” | 67° | F;(c) 
4g’ | 82”| 23° | 34"| 16") » 16”| 23 | 34”| 49° | 82" | D’ (g) 
57" | 44" | 25"| 12”| 36°| » 12*| 25"| 3@| 44" | 57° | Htc) : 
56’ | a1”| 63’| 18”| 82"| » | 18”| 21"! 56’| 63’ | 82] Bi,(c) BL By Be By Bg Bio Bi, 4 


63 | 22’| 18] 50”| 87’| » | 18”! 22’ | 50"| 63’ | 87° | B:(c) Bi: Bis Bi, 


CROP PPS CCE OCR CE 


| 18"| 21”} 50"! 64"| 82"| » | 1871 211 50"! 64” | 82° | Bc) Bi By B: 


Les quatre systèmes B(c), B,(c), B.(c), B;(c) ne possèdent que le 
diviseur cyclique |[x,1+æx|!. 

Les quatre systèmes B,(c), B,(c), B,,(c), B;,(c) ont le diviseur 
métacyclique !|æ, 1+ æ|, |æ, 3'°a|{ d'ordre 3 x 31 — 95. 


Troisième groupe (même type que le premier). 


16 29 36’ 44 89° ou 16 29 36’ 44’ 89° D(b) D, D, D; D, Ds Die Di3 
38'| 4o’| 82”| 10”| 27 | » | 10"| 27 | 38’| 40° | 82") K4,,(d) 
87’ | 13’] 44”) 25 | 61") » 13'| 25 | 44"| 61" | 87’ | Li3(a) 
41'| 38 | a1”) 65 | 18’| » 18 | 21"| 38 | 41° | 65’ | Ne(e) ' 
29/ | 76'| 16 | 47’| 33”| » | 16 | 22’| 33"| 47° | 76’| D:(d) 

| 16"| 44’| 38 | 89 | 25" | » | 16"! 24"! 38°! 44° | 89° | D,,(8) Dio Dy De D, Dy D4, D4, 


CCE CS CCS PS PP RS PC CC EE CP 


16 | 89°| 36‘| 24”| 41” | » 16 | 24”| 36 | 41" | 89 | D:1(6) Di, D; D 
16"| 24”| 38’! 41”| 80’| » 16”| 24”| 38 | 41" | 80"! D’'(6) D, D, D, 


Les quatre systèmes D(b), D,(b), D,(b), D,(b) ne possèdent que le 
diviseur cyclique |[æ, 1+ 2|}. 

Les quatre systèmes D,(b), D,(b), D,,(b), D,,(b) ont le diviseur 
métacyclique ||æ, 1+x|,|æx, 3'°a|| d'ordre 3°xX 31 — 93. 


Quatrième groupe. 


16 | 22"| 36"| 411851 ou |16 1221 36141187 1 Df) Di(f) Da(f) Df) 
38'| 16"| 82" 29'| gi] » 16"| 29’| 38 41'| 82"| D4,(f) Do(f) Diu(f) Dy(f) 
87"! 36/1 44"116"122’| » 16"| 22'} 36144187" Ds(f)  Dho(f) Dia(f) 
411 82"| 011361 16"|  » 16" 21"| 36/1 41182" Di,(f) DSC)  De(f) 
22'| 44") 16 | 82”| 36 | » 16 | 22'| 36°] 44"| 89"| Dis (f) DZ(f)  D:(f) 
16”| 21] 38’| 44"| 82"| » 16"| 21"| 38'] 44"| 82"| D'(f) Di(f) D,(f) 


(1) Nous négligeons encore, pour gagner de la place, d’écrire la lettre (c) aprés By 
Bz, etc., et la lettre (5) après Di, De, etc. 
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Les systèmes D(/), D,(.f), D,(/) possèdent le diviseur métacy- 
elique {|æ, 1+x|,|z2, 3'°x|{ d'ordre g3. 

Le système D,(/) possède le diviseur métacyclique}|æ,1++,|+, JE), 
d'ordre 465. 


Te 
Cinquième groupe. 


12’ | 29 | 38 | 47’| 66’| ou 12'| 29 | 38 | 17 166'| K(d) Kitd) Kstd) Ke(d) 
38”| 4o’| 76|89'|14| » 14'| 28") 40'| 76’) 8g'| Nola) 
62”) 13'| 44 127 131] » 13'|27 | 31'| 44°] 62"| Lyfe) 


48’ | 38 | 10"| 61"| 29 » 10"! 29 | 38 | 48 161"| Kiotd) Ko(d) Kistd) K4(d) 
66’ | 10"| 47'| 24”| 38 » 10"! ».4”| 38 | 47/1661 Kei d) Ki,(d) K',td) 
29 | 47'| 61"| 36"| 10"  » 10"| 29 | 36"| 47161", Ki,td) Kid) Kitd) 
38 | 61°| 24"! 19 | 45° » 12124138 | 37161"| Kistd) K$td) K;(d) 


Pie AA 36"| 48,61 » 10"| 24" 36/1 48161" K'(d) Hd)  K;td) 


Les quatre premières lignes du tableau nous suffisent; ni le 6°, ni 
le 9°, ni le 12* transformé dé K(d) ne saurait être K'(d), ni K(d)avant 
d’avoir obtenu K’(d). Les systèmes K(d), K,(¢), K,(d) ne possédent 
que le diviseur cyclique ||v, 1+ x|\. 

Le système K,(d) possède le diviseur métacyclique ‘Na,1 +2}, |x,3°x|, 
d’ordre 155. 


Enfin, les trois derniers groupes avec les systemes A(6), A(c) 
et B(a) comme première ligne du tableau n’ont pas grand intérêt. 
Les quinze premières puissances de la substitution | a, 3x| appliquées 
au système A(b) donne la suite, sans écrire les indices : 

A(b), F(b), D(i, H(B), Bd), Nc): M(4), D(a). F(a), 
L(6), H(e), B(b), Die), K(c), Ia). 


Comme aucun autre système A;(b) n'apparait dans cette suite, chacun 
des quinze autres systèmes A,(b) donnera la même suite, mais chaque 
système avec un autre indice. Les seize systèmes A;(b) possèdent 
ainsi uniquement le diviseur cyclique ;si. Il en est de même des 
systèmes A;(c) et B;(a) qui donnent les suites, abstraction faite des 
indices : 

A(c), N(d), Elc), M(b), G(d), L(e), M(a), (6), E(b), 
K(a), G(a), I(d), Ad), Cle), Ue), Ale); 
B(a), E(a), E(d), G(b), G(c), N(b) C(d),. Ca), F(d), 
L(d), H(4), Be), F(e), Ke), H(a), B(a). 
€® 
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En résumant, pour 31 éléments, au plus 


3x16+3 x 8 + 4 + 4 = 80 systèmes cycliques 


sont différents; 63 de ces systèmes ne possèdent que le diviseur 
cyclique }s{; 15 d'entre eux possèdent le diviseur métacyclique 
d'ordre 93 : 


11, Poy oh | le, Sal" 
un le diviséur d’ordre 465: 

[et +a|, la, da). 
et un le diviseur d’ordre 155 : 

ia, 1+æ|, 12,721. 


Nous trouverons maintenant dans une troisième partie que ces 
systèmes, qui sont les premières lignes des tableaux précedents, sont 
en réalité tous différents, et en outre que, sauf deux exceptions, le 
système de 7 éléments et le système K,(d) de 31 éléments, aucun 
d'eux n’a d’autres substitutions qui le transforment en lui-même que 
celles du diviseur métacyclique qui lui a été trouvé. On peut en con- 
clure avec grande probabilité l'existence du théorème suivant, qui 
serait à démontrer : 


St deux systèmes cycliques sont équivalents, ils peuvent en tout cus se 
déduire l’un de l'autre par une substitution métacyclique. 


Il peut ètre intéressant de faire remarquer quels sont ceux de ces 
systèmes cycliques obtenus pour Gn + 1 = p (premier) éléments, qui 
sont les systèmes cycliques de Netto correspondant aux diverses 
racines primitives de p : 


Pour p =+ \ racine primitive 3 = 013. 


| » y= 015. 
Pour p = 13... | racine primitive 2 donne &,, 6 donne «a. 
l » Ant a" EI wm 
racine primitive 2, 3, 14 donnent a’ 
Pour p = 19... | | i "M 13, is i i, le même système. 
racine primitive 3 donne D, f), 13 donne Ds if) deux systemes 
Pour p= 30.2. \ wo» Def) .af » Deity différents : 
/ » 2 > Dri fat» Doct) ( Dstfréquiv.D:(f). 
\ » 17 » Detf), 22 » Dei) ) Da(f) equiv. De(f). 


ere 


ne eo eee 


ee 


a —— ee 
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TROISIÈME PARTIE. 


Dans un travail présenté à l'American Mathematical Society en 1912 
et publié dans les Transactions of the Amer. Mathem. Society, vol. XIV, 
n° 4, 1913, p. 6, H.-S. White a donné le premier un moyen direct de 
reconnaitre les systèmes de triples différents. Jusque-là, le critère 
pour différencier deux systèmes de triples était la différence du 
groupe de substitutions qui leur appartenait. D'ailleurs, les recherches 
sur le problème de Steiner, à part l'établissement du théorème d’exis- 
tence d’un système de triples pour chaque N de la forme 6n +1 
et 6n +3 par Reiss, Moore, et récemment encore Fitting ('), et la 
construction de systémes particuliers par Netto, Heffter et d’autres, se 
sont longtemps arrétées au cas de 13 éléments. Pour 7 et 9 éléments, 
on remarqua immédiatement qu’il n’y a qu’un seul système de Steiner. 
Pour 13 éléments, Zulauf (?) montra, précisément au moyen de la 
différence des groupes de substitutions, que le système cyclique de 
Netto était différent des systèmes donnés par Kirkmann, Reiss, 
de Vries (*), qui, par contre, se ramenaient l’un à l’autre par des per- 
mutations d'éléments; ensuite successivement Pasquale, G. Brunel, 
J. Barrau, F. Cole (*) établirent que, pour 13 éléments, le système 


a ae a 


(1) Frrrine, Wieuw Archief, »° série, t. IN, 1911, p. 599. 

(2) Zutaur, Dissertation, Giessen, 1897. 

(3) KiRk«MANX, Combridge and Dublin Mathem. Journ., t. VU, 1853. — Reiss, Journ. 
à Mathem., | LVI, p. 326. — De Vries, Rend. circ. mat. di Palermo, t. VAM, 1891. 
p. 222. 

(+) V. DE Pasguate, Sui sistemi ternari di 13 elementi (Lomb. Ist. Rend., 2° série. 
t. XXXII, 1899. p. 213). — G. BRUXEL, Sur les deux systèmes de triades de 13 éléments 
(Jo ru. de Math., 5° série, t. VII, 1901, p. 305, et Mémoires de la Société des Sciences 
physiques et naturelles de Bordeaux, 6° série. t. 2, cahier 1, 1903). — J. Bawrav, 
Over drietalst-lsels in het bijzonder die van dertien elementen | Amst. Ak. Verslag, 
t. XVII, 1908, p. 274). — F.-N. Cote, The triad systems of 13 letters ( Transactions of 
the Amer. Mathem. Society, vol. XIV, n° 1, 1913, p. 1. 

Les deux premiers au moyen des configurations (3, 3 )10 de Kantor. Barrau se sert 


- . également des configurations ; mais Cole le démontre uniquement par les substiulions. 


J'ai donné récemment une cinquième preuve du même théorème, ne faisant appel 
à aucune notion particulière, par la construction directe des systèmes de triples de 13 élé- 
ments qui ne contiennent pas un triple fixé abc 1-{ctes de la So.iété helvétique des 
Sciences naturelles, Zurich, 19175 p. 131). 


Ann. Ec. Norm., (3), XL. — Mans 1925. 11 
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cyclique de Netto et le système de Kirkmann (comme étant le plus 
vieux) étaient les deux seuls systèmes différents possibles. Pour 


Systèmes de 7, 13 et 19 ements. 


15 éléments, un certain nombre de systèmes de-triples différents (11 
ou 12) avaient également été donnés par Kirkmann, Cayley, Reiss, etc., 


tn Pt me 


—_—_ dé 


SUR LES SYSTÈMES CYCLIQUES DE TRIPLES DE STEINER. 83 


comme solutions du problème particulier de Kirkmann, posé à peu 
près à la même date que celui de Steiner, mais ne se rapportant qu'au 
cas de 6n + 3 éléments. 

Dans un travail publié en 1914, encore dans les Transactions of the 
Amer. Mathem. Society, vol. XV, n°3, 1914, p. 311, Miss L. Cummings 
emploie aussi une méthode personnelle pour différencier les systèmes 
de triples et découvrir en même temps le groupe de substitutions qui 
leur appartient. Elle construit facilement de nouveaux systèmes de 
triples différents pour 15 éléments (leur nombre est ainsi porté à 24) 
et entre autres, pour la première fois, des systèmes différents qui ont 
cependant un même groupe de substitutions. Les deux procédés de 
différenciation de H.-S. White et de Miss Cummings ne peuvent s’ap- 
pliquer aisément qu’à un nombre restreint d'éléments; cependant, les 
N(N—1) 

6 
triples des systèmes soumis à l’examen, sont d’une application plus 
commode, même au cas d’un assez grand nombre d'éléments. Par 
contre, le procédé de White est lié plus simplement et plus étroite- 
ment à la structure du système et à l’ensemble des triples des N élé- 
ments, et il dévoile d’une manière immédiate et graphique le degré de 
symétrie du système; son principe d’ailleurs pourra donner lieu 
à d’autres applications. Il est en tout cas une classe de systèmes de 
triples auxquels il peut s'appliquer aisément, et donner des résultats 
intéressants, celle des systèmes cycliques. White, dans son travail, ne 
s’en sert-que pour établir une fois de plus la différence des systèmes 
de Netto et de Reiss pour 13 éléments, et c’est dans l'intention d’ap- 
pliquer son procédé aux systèmes cycliques que j'avais commencé 
leur recherche dans les cas les plus simples. Je n’avais pas encore 
connaissance de l’artiele de L. Cummings lorsque j'avais égale- 
ment, pour 25 éléments par exemple, 12 systèmes différents ayant le 
même groupe de substitutions, le groupe cyclique; malheureusement, 
la guerre et les mobilisations successives m'ont empêché de suivre 
mon travail et de le publier plus tôt. 


séquences de Miss Cummings, qui ne s’établissent que pour les 


White regarde un système de triples comme un opérateur. Dans ce 
système, chaque couple des N éléments est associé dans un triple 
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Systèmes de 25 éléments. 


a 


PRE 
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à un troisième élément unique et déterminé. En convenant de substi- 
tuer à chaque couple ce troisième élément, un triple quelconque abc 
des N éléments, qui contient les trois couples bc, ca, ab, sera trans- 
formé en un nouveau triple a’b’c’, si le système opérateur contient les 
trois triples bea’, cab’, abe’. Un triple abc du système opérateur sera 
transformé en lui-même, puisque chacun des couples bc, ca, ab vient 
respectivement remplacé par l'élément a, b, c. Un triple EXTÉRIEUR abc 
(n'appartenant pas) au système opérateur, puisque dans ce cas le sys- 
tème opérateur doit contenir un triple abc’, sera transformé en un 
triple différent du premier. En appliquant à nouveau la transformation 
à ce premier triple dérivé, on obtient un second triple dérivé, puis de 
ce second triple un troisième, et ainsi de suite. Mais en continuant 
à dériver ainsi chaque fois un nouveau triple du précédent, on doit 
nécessairement arriver ou à un triple du système, et alors ce triple se 
répète de là indéfiniment, ou à un triple extérieur déjà obtenu précé- 
demment, et alors la série des triples obtenus à partir de celui-là 
recommence et forme un cycle périodique, se répétant de même indé- 
finiment. Dans les deux cas, la série des triples dérivés successifs 
aboutit donc à un cycle terminal, en considérant un triple du système 
comme un cycle périodique d'un seul terme. White nomme trans for- 
mation duale (terme anglais : dual) cette opération produite sur l'en- 
semble des triples des N éléments par le système donné; il appelle 
primuti fs les triples têtes des séries, dérivés les autres triples des séries, 
appendice l'ensemble des triples d’une série conduisant à un cycle ter- 
minal, et train (terme anglais : train) l'ensemble d’un cycle et de ses 
appendices. 

On a sans autre les deux propositions : 

La rorme pes Trains en lesquels se répartissent les triples de N élé- 
ments par transformation duale produite par un système donné est 
invariante sous toutes les substitutions du groupe symétrique des 
N éléments; en d’autres termes, deux systèmes qui, par transformation 
duale® répartissent les triples des N éléments en des trains de formes 
différentes, sont des systèmes différents. 

Le CONTENU DE CES TRAINS est invariant pour toutes les substitutions 
du groupe qui transforme en lui-même le :système opérateur; en 
d’autres termes, seules les substitutions qui transforment un 
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de ces trains en lui-même ou en un train de l’ensemble obtenu 
peuvent être substitutions du groupe appartenant au sÿstème opérateur. 


Avec un système opérateur quelconque, la transformation duale des 


NIN 5 (RS) is =e) triples des N éléments et leur répartition en trains est 


une opération assez longue et le résultat un ensemble de trains plus 
ou moins disparates et encombrants. Avec un systéme opérateur 
cyclique, l'opération se trouve considérablement réduite et le résultat 
d’autant du fait de la propriété suivante : 

Si, par transformation duale produite par un système cyclique, le 
triple 


L 1 


mn p devient m' n' p', 


le système opérateur contient les triples suivants : 


m n p' et par suite m+a n+a p+a, 
, 

m n' p » m+a ni+a p+a, 

min. p » m'+an+a p+a, 


et, par la transformation duale produite, le triple 
m+a n+a p+a_ deviendra m'+a n'+ax p'+a. 


Par transformation duale produite par un système cyclique, une 
colonne cyclique demeure donc une colonne cyclique, deux triples de 
la colonne gardant entre eux la même distance, si nous convenons 
d'appeler « la distance des deux triples 


mn p, Mm+X nae p+a, 


dans la colonne mnp. L'opération est ainsi réduite aux 


têtes de colonnes cycliques, et, dans ce qui a été dit plus haut, l’expres- 
sion de « triples » peut maintenant être remplacée par celle de 
« colonnes ». Une première colonne dérivée donne une seconde 
colonne dérivée, celle-ci une troisième colonne dérivée, et ainsi de 
suite; mais, dans cette suite, on doit nécessairement arriver ou à une 
colonne du système opérateur, qui de là se répète indéfiniment, ou 
à une colonne extérieure au système déjà obtenue précédemment, et 


alors la série des colonnes obtenues à partir de celle-là recommence, 


et forme un cycle de colonnes qui se répète de même indéfiniment. 


(N—1)(N —2) 
6 


ET 


ew 


SUR LES SYSTÈMES CYCLIQUES DE TRIPLES DE STEINER. 87 


Lorsque le train se termine par une colonne du système opérateur, 
c’est-à-dire par un triple de cette colonne, c’est ce triple qui se répète 
indéfiniment; il y a alors n trains de forme identique, terminés 
à chacun des N triples de la colonne du système opérateur ; l’un quel- 
conque de ces N trains suffit à les représenter. Lorsque dans le train 
réapparaît une colonne extérieure qui a déjà été obtenue précédem- 
ment, le cycle de colonnes ainsi constitué peut avoir un nombre de 
termes ¢>1 out=1. Sit>1, il peut se présenter deux cas : 


1° Le triple de la colonne extérieure qui réapparait est le méme que 
la première fois. Graphiquement, le train peut alors être considéré 
comme un cercle (ou polygone) avec des appendices plus ou moins 
irréguliers distribués sur son pourtour d’une manière régulière ou 
non, selon l’ordre du groupe de substitutions que possède le système 
opérateur. Il y a N cercles avec appendices pareils constitués en ajou- 
tant successivement o, 1, 2,..., N —1 aux éléments du premier, et 
l’un d’entre eux suffit à les représenter. 

2° Le triple de la colonne extérieure qui réapparait est à la dis- 
tance a ~ o du triple obtenu la première fois. Graphiquement, le train 
est alors une hélice; la distance a est le pas de l’hélice, et les appen- 
dices de forme identique situés le long d’une mème génératrice du 
cylindre ont leurs triples à la distance « dans les colonnes cycliques 
correspondantes. Lorsque le pas « et le nombre N des triples d’une 
colonne ont un p. g.c. d. p41, cette hélice se fractionne en 
e hélices plus courtes, chacune de — spires, se reproduisant indéfini- 
ment comme la grande par transformation duale (*). Leur projection 
sur le plan de base, ou mieux, le train constitué par les tétes de 
colonnes cycliques correspondantes suffit à représenter ces hélices. 
Le premier cas considéré est celui dans lequel le pas « = o. 


Si z=1, la colonne extérieure qui réapparaît est donc la colonne pré- 
cédente, mais le nouveau triple estnécessairement à une distance ao 
SS EE ES en aan Tana aT 

(1) Si l’on pose dans ce cas 4 = oa’, N= oN’, la congruence a + ma a, c'est-à-dire 
ma = o (mod N), est en effet déjà salisfaite par N'(pa')= 0 (mod 5 N'); il y a done 


We hélices. 
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du précédent. Les triples de cette colonne forment alors un cycle plan : 
2 en est en quelque sorte la raison, et l’appendice, s’il existe, qui conduit 
à ce cycle, se répète identique à chaque terme du cycle et constitué 
par les triples successifs à la distance « des colonnes déterminées par 
le premier appendice. Lorsque a aurait avec N un p. g.c.d. 941, 
ce cycle plan se fractionnerait également en 9 cycles de même nature 
que le premier, de à termes chacun; ce dernier cas particulier est. le 


seul qui ne s’est pas présenté dans mon travail. 


Les remarques suivantes se font encore immédiatement dans la 
transformation duale : 


‘ 


1° Trois triples consécutifs dans un train ne peuvent contenir 
aucun élément qui se répète. Soient en effet les trois triples consécutifs 
par transformation duale : 


mnp—m'np— m'n'p". 
Le système opérateur contient ainsi les triples suivants : 
mnp, mn'p", 
mnp, m'n'y, 
m'np, m'n'p'. 
On a immédiatement 


m', aly p'Æmin. ps m’, nr", pm", n'y pli 
On ne saurait avoir non plus, par exemple, m”’=m, car les deux 
triples du systéme opérateur man'p et m'n'p’ exigeraient alors p= p’. 
On a done ainsi 
mn’, pp" mM. ny p. 


Corollaire. — Il ne peut exister de trains avec un cycle terminal 
à deux termes. Dans le cas d'un système opérateur cyclique, un cycle 
binaire ne peut done avoir un pas x =o, et sera toujours une hélice. 
2° Dans le tableau triangulaire des triples contenant l’élément o 


: 7. Ni : 
(triangle 1), chaque médiane passe par les >— colonnes eyeliques 


a couples d'éléments qui se répètent, et chacun des triangles AOB, — 


poe tent à bart om 
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Systémes de 25 éléments. 


Ann, Ec. Norm., (3), XL — Mars 1923. 
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BOC, COA contient en son intérieur, en dehors des médianes, les 


rt colonnes à couples d'éléments qui ne se répétent pas. 


Une substitution métacyclique transforme une colonne cyclique en 
une colonne cyclique; elle ne peut ainsi que permuter entre elles les 
colonnes, par exemple, de la médiane AA’, et entre elles les colonnes 
intérieures au triangle AOB. Si donc, par une substitution métacy- 
clique, un système cyclique S se transforme en un système cyclique S’ 
(S’ peut être le système S lui-même), dans les deux ensembles de 
trains produits par les systèmes opérateurs S et S’ par transformation 
duale, les colonnes (0, x, 24) de la médiane AA’ doivent se retrouver 
aux endroits homologues; de même les colonnes (0, «, 8), (8 > 2x), 
du triangle AOB. 


3° Par la substitution [x, N — x|, chaque colonne eyclique devient 
sa conjuguée et le système opérateur cyclique devient le système con- 
jugué. Le système conjugué employé comme opérateur remplacera 
donc, dans l'ensemble des trains produits par le premier système, 
chaque colonne cyclique par la colonne conjuguée (*). 


Il est inutile maintenant de détailler la manière d'opérer. Le plus 


simple est de faire un premier tableau des N — 2 + IE 


couples strictement nécessaires en écrivant à côté l'élément que leur 
fait correspondre le système opérateur, puis un second tableau des 


es tt têtes de colonnes cycliques en écrivant à côté le triple 


transformé d’abord, et ensuite la tête de colonne qui contient ce triple 
transformé. Ce n’est ensuite plus qu’un jeu de voir l’enchainement 
des colonnes dérivées successives et les trains qu’elles fournissent. 
Le tableau des triples contenant l'élément o (tableau 1) permet, en 
s’en servant adroitement, de lire immédiatement la tête de colonne 
correspondante quand on a le triple transformé. Comme seule la forme 
des trains importe, comme invariante pour tous les systèmes équi- 
valents au système opérateur et caractéristique de ce système, il est 


ee OA 


(1) Dans le travail cité déjà deux fois, ce fait est également remarqué par White dans 


la transformation duale opérée par le système cyclique de Ne'to de 13 éléments, sans - 


qu'il soit à même d'ailleurs d'en donner la raison. 
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indifférent de remplacer par des segments de droite (ou des points) 

_les triples ou plutôt les colonnes cycliques de chaque train. Des deux 
nombres en chiffres arabes écrits à l’intérieur des trains, le premier est 
le nombre des termes du cycle périodique; le second est le pas de l’hé- 
lice pour le système indiqué (). Le pas est également covariant avec le 
système cyclique équivalent choisi comme opérateur; il n’y aurait donc 
en réalité lieu de l'indiquer que dans les cas où il est nul ou ayant 
avec N un p. g. c. d. p 1. Le nombre des termes du cycle périodique 
n’est pas indiqué lorsqu'il est immédiatement visible; j'ai représenté 
le cycle par un triangle, un carré et un hexagone lorsqu'il est à 3, 4 
et 6 termes. Les cycles périodiques sont tous écrits dans le sens des 
aiguilles d’une montre. Les petits cercles entourant le dernier segment 
signifient les trains terminés par une colonne du système opérateur, 
c’est-à-dire par un triple de cette colonne ; deux petits cercles concen- 
triques entourant le dernier segment désignent les trains terminés par 
une colonne extérieure répartie en un cycle plan, selon le cas ¢=1 
plus haut; j'ai noté également à côté la raison « du cycle plan pour 
le système opérateur choisi. 

Pour 31 éléments, il n'était pas question naturellement de repro- 
duire les trains des 80 systèmes obtenus; j'ai donné uniquement les 
trains de 12 systèmes, soient les trains des systèmes D(/) et K(d) 
des 4° et 5° groupes qui offrent le plus d’intérét, et ceux des quatre 
systèmes à symétrie ternaire de l’un des trois premiers groupes; j'ai 
choisi arbitrairement le groupe D(b). Souvent le train lui-même n'a 
pas la symétrie ternaire, mais alors il existe trois trains de forme iden- 
tique, de manière que l’ensemble des trains correspondant au sys- 
tème a quand même la symétrie ternaire. Pour n’en représenter qu’un 
seul, j'ai noté par un chiffre romain ILE [VI ou également V pour les 
systèmes D,(/) et K:(d)] le fait qu'il y a 5 trains (6 ou 5) identiques 
à celui qui est donné. 


L'ensemble des trains obtenus donne lieu, sans autre, à la consta- 
tation suivante. A part le système de 7 éléments et le système K,(d) 
PO Te Din TE md Re Re CR ee 

(*) Lorsqu'il n’y en a qu'un, o par exemple, il est toujours le pas de l'hélice pour le 
systéme indiqué. 
7 ’ 
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Systémes de 31 éléments. 
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de 31 éléments, dont les graphiques présentent à première vue une 
disposition particulière et en rapport l'une avec l'autre, les trains 
obtenus permettent exactement dans chaque système, pour un train 
quelconque, le nombre de transformations correspondant à L'ordre du 
diviseur métacyclique qui a déjà été trouvé pour ce système (Ile Partie), 
à moins qu'il n'existe des substitutions autres que l'identité, appartenant 
au groupe du système opérateur, qui transforment ce train en lui-même, 
en laissant chaque triple à sa place. Or, ce n'est pas le cas; la plupart 
des systèmes renferment un train suffisamment étendu pour que la 
vérification en soit inutile; pour les autres, la verification se fait 
immédiatement avec le train le plus étendu. 

En conséquence, le système «le 7 éléments et le système K,(d) mis à 
part, les groupes de substitutions qui transforment en eux-mêmes les 
systèmes cycliques de 13, 19, 25 et 31 éléments sont les diviseurs méta- 
cycliques qui leur ont été trouvés plus haut. 


Le graphique obtenu pour le système K,(d) fait entrevoir déjà une 
analogie certaine entre son groupe de substitutions et le groupe connu 
du système de 7 éléments. Pour trouver ce groupe de substitutions, il 
est nécessaire de rappeler quelques propriétés : 

1° Une substitution qui change un système de triples en lui-même 
ne peut laisser en place qu'un nombre d'éléments m de la forme 
6k+1 ou 64 +5. 

Si ie groupe de substitutions que possède un système de triples 
contient des. substitutions laissant en place m éléments, et d'autres 
substitutions laissant en place avec ces m éléments & autres éléments, 
2 doit être au moins égal à +1. 

Une substitution qui transforme en lui-même un système de triples 
de 31 éléments ne peut donc déplacer que 31, 30, 28, 24, 16 ou 6 élé- 
ments. | 

% Un groupe transitif dont le degré est nombre premier, qui n'est 
pas métacyclique, est au moins doublement transitif. | 

4° L'ordre d'un groupe doublement transitif de degré 7 est 
n(n — 1) fois l'ordre d'un diviseur du groupe qui laisse en place deux 
éléments quelconques. 

Pour le système de 7 éléments, les quatre. triples primitifs qui 
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donnent le dérivé 013 sont 
245, 246, 256, 456, 


c’est-a-dire les quatre triples possibles avec les éléments 2, 4, 5, 6. 
Si, dans le système 013, les éléments o et 1, et par suite 3, restent en 
place, les quatre éléments 2, 4,5, 6 sont imprimitifs de trois maniéres 
et le diviseur de ces quatre éléments qui change le système cyclique 
en lui-même n’a, avec l'identité, que les trois substitutions 


(24)(56), (25)(46), (26) (45). 
L'ordre du groupe du système de 7 éléments est ainsi encore une fois 
7x 6 x 4 = 168. 


Pour le système K, (d), les 28 triples primitifs qui donnent le 
dérivé 012’ sont les 7 groupes de 4 triples possibles avec chacun des 
ensembles 


D. & Ds SY 29.67 on 06; ee $5), ar 8:3 
D; 8", d'a Sis ES 07, + 4e [ES Die 1", a: o” 


. 


Le diviseur des 28 éléments 2, 4”, 3', 7”; 3, ---, qui change ce train 
de o12’ en lui-même, est donc imprimitif, et si les éléments o, 1, et 
par suite 2’, restent en place, dans le système K,(d) les quatre élé- 
ments de chaque ensemble précédent sont imprimitifs comme plus 
haut. Si l’on écrit, avec ce train de o12’, les trains qui ont, par 


[/4 


exemple, les triples dérivés 024” et oa 7": 


012’. 024". 03'7". 
a, 4"; 3, 7" 1,2; 3,7" 1, 2°; 2, 4” 
38; 0, 5 3 ve Wi Ry 
Sate a ae. or, » 4": 8/6 oS 
707,79 PRE à REP afro" 
1, 0": x A 2 UAT ie aegis 3,685 ne 9 
HG dd 6,63 9,0” FO OR CO 0 
Bh 1 9, fe) 5 rid : 2", 9” 9’; one aye 9" 


EUR 


on voit que le diviseur des 24 éléments, 3, 8, 0°, 5"; 5, ---, qui change 
chacun de ces trois trains en lui-même, est encore imprimitif d'une 
autre manière. Appelons : 

G, le diviseur des 28 éléments 2, 4”, 3°, 7”; 3, …….; 

G,, le diviseur des 24 éléments 3, 8, 0’, 5"; 5, «--3 

G., le diviseur des 16 éléments 4, 7; 7, 93 Lo +. 

7 + 
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qui changent le système cyclique en lui-même, et désignons par [9], 
[2], [el2 le nombre des substitutions qui déplacent p éléments res- 
pectivement dans G, G,, G,. D'après une formule connue de la théorie 
des substitutions (‘), ona 


[28] — 28 (Fl24h+ [16]; + 0) = 8280, 
Fait een Lah] manne, [16] = * [16],= 105, 


fai Less (Zu67+ tol) = AR 
[16h — 3[16],— 45, [16]: 15. 


L'ordre du groupe G est ainsi 
| 8280 + 2366 + 105 + 1 — 10752 = 2% x 168, 
et l'ordre du groupe qui appartient au système K,(d) sera 


25 x 168 x 30 x 31 — 9.999.360. 


En terminant, la remarque suivante peut être faite. La croissance 
du nombre des systèmes de triples de Steiner avec le nombre N d'élé- 
ments se présente de plus en plus comme étant excessivement rapide. 
White, dans un nouveau travail, publié encore dans les Transactions 
of the American Mathematical Society, vol. XVI, n° 1, 1915, D. 19, à 
établi que, pour 31 éléments, le nombre des systèmes de triples diffe- 
rents dépasse 37. r0'?. Cela ne doit pas, cependant, décourager toute 
recherche individuelle des systèmes, surtout quand il s’agit de tous 
les systèmes d’une même classe. Pour > éléments, l'unique système 
est cyclique; pour 13 éléments (il n'est question pour le moment que 
de N=6n-+1), il n'existe que deux systèmes, l’un est cyclique et 
autre ne l'est pas. S'il existe une relation, pour un N donné, entre le 
nombre des sYstèmes cyeliques et celui des systèmes non cycliques, 
déterminer le nombre des systèmes cycliques différents pour chaque N 
serait le premier pas vers la solution complète du problème de Steiner. 
a hs tos es amb inl ge erties) ziost eo eh ised 


(1) Nerro, Grupven und Substitutionentheorie, p. 130. 


ae) Canne 
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UNE CLASSE D'ÉQUATIONS FONCTIONNELLES 


Par M. Gaston JULIA. 


INTRODUCTION. 


Le but du présent Mémoire est d'étudier les solutions d’une classe 
d'équations fonctionnelles qui généralise l'équation fonctionnelle 


(1) P(ss)=REL(s)] [slo 


que Poincaré a étudiée et pour laquelle ila prouvé l’existence de solu- 
tions méromorphes dans tout le plan. Ayant défini une solution de (1) 
holomorphe au voisinage de Porigine, un procédé classique d’exten- 
sion définit la solution comme fonction méromorphe dans tout le 
plan. Si l’on essaie d'appliquer la même méthode au type d'équations 


(3). G[R,(2)]= R:1G(2)], 
R, et R, rationnelles, R, ayant un point double répulsif à l'origine 
[Ri(o) =o] Ri (o)|>1], 


on voit aussitôt apparaitre une différence profonde. Alors qu'un petit 
cercle c de centre O soumis à l'itération indéfinie de [5{s<] finit par 
recouvrir une et une seule fois tout le plan des z, sauf l'x, un petit 


cercle C de centre O soumis à l’itération indéfinie de [ZIR,(Z)] recou- 
| yrira une infinité de fois le plan Z, sauf peut-être deux points excep- 


“ tionnels; d’une façon précise litération indéfinie de C par |Z 


R,(2)] 
engendrera, à la Jimite, la surface de Riemann Y, sur laquelle la fonc- 
tion inverse de la fonction méromorphe Z = F,(:) satisfaisant à 


(3) = Rilli(=)] Lisi= R'(0) LA. 


Ann. Ec. Norm., (3), XL. — AVRIL 1923. 
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est uniforme. Cette surface dé Riemann &, est le dumaine des valeurs 
que I',(s) prend dans le plan z. 

De cette différence capitale résulte que : tandis que la solution de (1) 
est uniformedans le plan =z, celle de (3), supposée holomorphe dans C, 
se trouve définie, par l’extenspon classique, comme fonction uniporme 
sur la surface de Riemann X,, et non comme fonction uniforme de Z. 

J'ai étudié ici les solutions de (3) qui n’admettent pas tous les 
points d'un certain ensemble pour points singuliers essentiels. Cet 
ensemble parfait E,,, est celui que j’ai appelé ailleurs « ensemble des 
singularités de l’itération de [Z| R,(Z)]. » Il joue ici un role essentiel 
et s’introduit naturellement. Les solutions étudiées sont bien uni- 
formes sur Ë, : j'en donne I’expression générale. 

Puis (Chap. II) j'étudie celles de ces solutions qui sont uniformes 
dans tout le plan et je prouve qu'elles ne peuvent alors admettre pour 
points singuliers essentiels que les deux points exceptionnels possibles 
de l'itération [Z|R,(Z)]. Cela me conduit dans certains cas, lorsque 
iteration [Z|R,(Z) ] se ramène à celle d’un polynome, ou de [Z[Z'], 


à reconnaitre l'existence de solutions méromorphes avec soit I's, 


soit o et l'infini pour seuls points essentiels. J'en donne des exemples. 
Puis je montre comment la symétrie de ¥,, dans le cas où [Z| R, (Z)] 
est à cercle fondamental, entraine l'uniformité de la solution G dans 
tout le plan Z, lorsque cette uniformité est admise dans le cercle fon- 
damental. . à 

Enfin (Chap. IV) j'étudie d'une manière plus précise les solutions 
uniformes ; je montre d'abord qu’elles ne peuvent être méromorphes 
dans tout le plan Z, hors un ou deux points, que si la structure de Es, 
[ensemble des singularités de l’itération [ZIR,(Z)]] est plus com- 
plexe que celle de E, : ceci s'applique en particulier à l'équation de 
Schræder où R,(Z) = SZ (dont on retrouve ainsi la propriété de 
n'avoir pas de solution uniforme non rationnelle qui ne soit essentiel- 
lement singulière en tout point de Ej.) ainsi qu’à l'équation d’Abel 
où R,(Z) = Z + a. Une étude assez serrée me montre enfin que l’équa- 
tion (3) ne peut admettre de solution mérumorphe (non rationnelle) que 
st l'ensemble Ey, recouvre tout le plan. Les exemples qu’on a donnés au 
Chapitre IT satisfont bien à cette condition. 


Cela fait désirer une détermination complète de toutes les fractions 
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rationnelles R,(Z) pour lesquelles l'ensemble E, recouvre tout le plan. 
Jusqu'ici on ne connait que celles qui naissent dela multiplication des 
fonctions elliptiques (et les exemples donnés au Chapitre IT sont tirés 
de fonctions elliptiques). Il serait intéressant, soit d’en trouver 
d’autres, soit de démontrer que seule la multiplication des fonctions 
elliptiques peut conduire à de pareilles fonctions. 


CHAPITRE I. 


RÉSOLUTION pe L'ÉQUATION G[R,(Z)| = R,[G(Z)], 
R, er Ry ÉTANT DEUX FRACTIONS RATIONNELLES. 


_ 4. Je rappelle qu’étant donnée une fonction rationnelle quelconque 
R(Z) de degré > 1, dont « soit un point double répulsif, 


a=R(a), R'{a)=s ENT 
il existe (‘) une fonction méromorphe F(=) satisfaisant aux deux con- 
ditions 
T(o)-—=1®; ['(o)}=1 
et à l'équation fonctionnelle 
(1) TE T(ss) = R[T(:)]. 


Cette fonction méromorphe devient entière si R est un polynome. 

Dans tous les cas, elle est unique pour le point x. On l'appelle quel- 
quefois fonction de Poincaré pour le point double «. C'est ainsi que je 
l’appellerai dans la suite de ce Mémoire. 

F3) n’a de valeurs exceptionnelles que dans deux cas. 


1° Si la relation Z,=R(Z) peut, par une même substitution 


=: * ® r] al + b ri r: ‘ . 
linéaire{ Z a) sur Z et Z,, se ramener à la forme canonique 
ci, + d 
Z=2%, 


K entier positif ou négatif. 


(1) Voir Porxcink, Sur une classe nouvelle des transcendantes uniformes (Journal de 
Jordan, 1890). 
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Alors F(3) est la fonction exponentielle e* ou une transformée 
homographique de cette fonction exponentielle. Elle admet deux 
valeurs exceptionnelles. 

2° Si la relation Z, = R(Z) peut, par une mème substitution linéaire 
sur Z et Z,, se ramener à un polynome Z, = P(Z). Alors T(s) devient 
par cette transformation une fonction entière dunt I's est valeur 
exceptionnelle. La fonction P'(s) initiale est alors la transformée homo- 
graphique d’une fonction entière. Elle admet une valeur exceptionnelle 
provenant de la valeur +, exceptionnelle pour la fraction entière. 

3° Dans tout autre cas T(s) n'a pas de valeur exceptionnelle. 


2. Ces propriétés sont corrélatives des propriétés suivantes de l'ité- 
ration de R(Z). Soit y une petite aire plane, par exemple circulaire, 
entourant x. Lorsque Z décrit y, Z, = R(Z) décrit une aire y,, simple si 
y est assez petite, Z, = R[R(Z)|=R*(Z) décrit une aire y,, etc. 

J'appellerai y,, 2, Ys, .. les aires que décrivent respectivement 
Z,, Zz, Z3, -.. conséquents d'ordre 1, 2, 3, ... de Z dans l'itération 
par R(Z), lorsque Z décrit F. J'ai montré (‘que les aires +,, Yo, Ya» ++ 
sont contenues chacune dans la suivante, et que trois cas sont pos- 
sibles : 


1° I] y a deux points du plan Z et deux seulement qui restent exté- 
rieurs à toutes les aires +,. Alors Z, = R(Z) se ramène, par l’homogra- 
phie signalée au 1° du n°1, à Z, = 7°. Si l’on exclut ces deux points 
par des petits cercles, la portion restante du plan sera recouverte par 
une certaine aire y,. Ces deux points sont les valeurs exceptionnelles 
de T(z). 

2° [y a un point seulement qui reste extérieur à toutes les y,. On 
est dans le deuxième cas du n° 1. Z, = R,(Z) se ramène par homogra- 
phie à un polynome Z,=R(Z). Excluant le point exceptionnel par 
un petit cercle, y, recouvre la partie restante du plan pour n conve- 
nable. Le point exceptionnel est la valeur exceptionnelle de T(z). 

3° I n'y a pas de point qui reste extérieur à toutes les +, Pour n 
assez grand, y, recouvre tout le plan y compris le point à l'infini. 


RE A TE EET EIN, 


(8s Voir G. Junta, Sar Uitération des fractions rationnelles (Journal de Jordan. 1918). 


ee ary 
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3. L’équation fonctionnelle (1) 


eh: ‘T(ss)=R[P()] 
peut s ecrire 


(2) Les) = REL (2)]; 


o(z) =ss est fonction rationnelle et du premier degré de = pour 
laquelle s = o est un point double répulsif. 

Elle peut s’interpréter en un sens en disant que le signe Fest semi- 
permutable avec le signe ¢ de la fonction rationnelle o(z) en ce sens 
que T'[o(<)], s’il n’est pas identiquement égal à £[T(:)], est du 
moins identique à une fraction rationnelle de T(z). 

J'ai montré ailleurs, que I'(s) effectivement méromorphe ne pouvait 
‘être effectivement permutable à une fraction rationnelle de premier 
degré, car 

Fle(s)1=el[r(5)] 
entraine, si l’on suppose T holomorphe à l’origine, que Test rationnel 
et du premier degre. 

Il ne peut donc pas être question d'échanger les signes 9 et I, pétant 
homographique et I méromorphe. Mais on peut essayer d’une semi- 
permutabilité au sens expliqué par l'équation 


(2) Ffo(s:)1= RIT (:)1, 


R étant une autre fraction rationnelle. 

Si R est du premier degré il est facile de montrer (') que I’ ne peut 
être méromorphe et doit être nécessairement homographique en g. 

Mais si R est de degré > r, l'existence de I satisfaisant à (2) est un 
fait classique rappelé au n° I. 

Nous nous proposons ici d'étudier les solutions de l’équation 


(3) G{R,(Z)] = R[G(Z)]: 


R, et R, étant des fractions ‘ationnelles de degré >1. Autrement dit 
nous cherchons les fonctions semi-permutables aux fonctions ration- 
nelles. 


(1) Mémoire sur la permutabilité des substitutions rationnelles (4, E. N. S., 1922). 
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4. On peut, sans restreindre la généralité, supposer que l'origine L= 0 
est un point double répulsif commun à R, et R, en remplaçant au 
besoin R, et R, par des itérées convenables Ry” et Ry" et G(s) par a + G(s), 
a étant une certaine constante. 


En effet, 
G[R,(Z)] = R;[G(2)] 
entraine 


G[R,[R,(Z)]] = R,[G[R:(Z)]] =R, [R:[G(2)]1] =RY'[G(Z)], 


c’est-à-dire 

G[RY (Z)]=RY[G(Z)], 
et, de méme, 

G[RP/(Z2)1= RP [G(Z)], 


quel que soit l’entier positif p. 

On sait (') que les cycles de l’itération de [Z|R,(Z)] sont a partir 
d'un certain ordre tous répulsifs. C’est un fait gros de conséquences 
remarquables au point de vue de l’itération que le nombre de cycles 
de[ZIR,(Z)] à multiplicateur <1 est fini. Il existe donc toujours un 


point 6 tel que ; 
8—R#(8) 


dR? 
[SF | arp aks AT 


z= a 


et tel que 


On peut, sans restreindre la généralité, supposer que 6 est l’origine 
du plan Z et aussi, en remplaçant au besoin R” et RY” par a, et A, 
supposer p = 1. 
On a alors 
G[Ri(Z)] = R:[G(Z)] 


avec le développement suivant autour de l’origine, 
R,(Z) =s5,Z +24 ..., -|s]> 1. 


J'ai longuement étudié dans le Mémoire sur l'itération des frac- 
EE —_— ee) 


(1) Voir Mémoire Sur Vitération des fractions rationnelles (Journal de Jordan, 1918). 
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tions rationnelles du Journal de Mathématiques (') l'ensemble E,, formé 
par tous les points appartenant à des cycles répulsifs de R,(Z). Cet 
ensemble a un dérivé Eg, parfait, remarquable à plus d’un titre. Si G(Z) 
n'admet pas tout point de E,, pour point singulier essentiel, on peut 
toujours supposer qu'à l’origine, point double répulsif de R?’(Z), 
G(Z) est holomorphe : il n’y a pour cela qu’a choisir le point 0, dont 
il a été question plus haut, au voisinage d’un point de E,, qui ne soit 
pas singulier essentiel pour G(Z). 
Reprenons alors 
G[R,(Z)] = R:[G(2)]: 
Avec le développement 
: Ry (Z) == 5,2 + A.Z?+ ... 
et 
G(Z)=a+giZ+ £:7+ ..., 
on a évidemment 


G(o)=R,[G(o)] ou a—R,(¢e), 


ce qui prouve que « est point double de R,, puisque l’origine l’est 
pour R,. Je vais montrer que « est répulsif pour R, comme o l'est 
pour R,. | 
Mais auparavant un simple changement de notation nous permet de 
poser 
| R;(Z)}= a + R:(Z — 2), 
R, étant une fonction rationnelle de Z — a qui s’annule pour Z = a, et 


aussi 
G(Z) = à + G(4), 


ce qui donne a partir de (3) 


G[R,¢Z)]=R,[6(Z)], 
| É a + GER, (Z)]= «+ Kal G(2)] 
ou bien | 


(4) GER (Z)} = REZ), 
| SCE iA ALOE ee heu ins 


(3) N° 8 à 26. 
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en supposant cette fois que l’on a les développements suivants à l'ori-: 


gine 
Ry (Z) = 52 +32 us, 
Aa(Z) = 52Z+paz+..., 
G(Z)=g,24+ gl... 


avec, on le sait, [s,[> 1. 
En identifiant dans (4) il vient 


Donc s, = 5, sig, #0. 
Dans le cas général où 


G(Z) = gel? LS PR oy OMS 1, 
on aurait en identifiant dans les développements des deux membres 
de (4), les termes en Z‘ 
Ek S$ = 8x52, 
c'est-à-dire 


S3— Er 


Donc{s,|> 1 si l'on suppose |s,|>1. 


St l'on a une fonction G(Z) holomorphe en un point de E,, et saus- 
faisant à 


(3) G{R,(Z)] = RL G(Z)]. 


RK, et R, rattonnelles, de degré > 1, on peut toujours supposer, sans res- 
treindre la généralité, que l'origine est un point double répulsif commun 
aux deux substitutions [Z|R,(Z))} et [Z| R,(Z)]. 


». Nous le supposerons dorénavant. De plus, le choix qu'on a fait 
dans le précédent numéro, du point double 8 de [ZIR/ (Z)], pour 
l'amener à l'origine prouve aussi que l'on a pu s'arranger pour que 
G'(9) soit £o. En etlet, les points limites des zéros de G'(Z) sont des 
points singuliers essentiels de G(Z); or, il ya des points % de E, non 
singuliers essentiels pour G, et si l’on a choisi 9 au voisinage d'un 


CR me 


a à 
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pareil point 0’, distinct des zéros de G'(Z), en nombre fini situés dans 
un petit cerele de centre 9, il est clair que G'(0) sera 4 o. 

On peut done, sans restreindre la généralité, supposer G’(o) #0 
dans l'équation (3). 


6. Le raisonnement que je viens d'employer suggère une générali- 
sation immédiate. 

Considérons une fonction G(Z) pour laquelle l'ensemble des singula- 
rités essentielles ne comprenne pas tous les points de l'ensemble parfait Ky, 
qui correspond à l'itération de R, , G(Z) satisfaisant d'ailleurs a 


GIR, (Z)]= R:[G(2)1. 

‘IL existera, d’après l'hypothèse, au moins un point 9’ de E,, qui ne 
soit ni point singulier essentiel ni pôle de G(Z) et tel que dans un 
cercle convenable de centre 0’, G'(Z) n’ait qu'un nombre fini de zéros. 
Il existera, dans ce cercle, un point 4 qui sera pour R/’(Z) un point 
double répulsif. Ce point 0 rendra les mêmes services que le point 4 
essayé au n° 4. On pourra toujours le choisir tel que G'(0) Æ 0. En 
remplaçant alors au besoin R, et R, par leurs itérées d’ordre p et G(Z) 
par « + G(Z) comme on l’a fait au n° 4, on voit done que l’on peut 
toujours, dans les hypothèses très larges faites au début du n° 6, sup- 
poser que G(Z) est holomorphe à l'origine, supposée point double 
répulsif commun à R, etR,, avec en plus la condition G'(o) #o. Cela 
ne restreint pas la généralité des hypothèses du n° G. 


7. Reprenons donc (3) 
GER, (Z)] = RG (2)] 
avec les développements 
( Ry (ZS sZ + AFS «os 


(9) ; r DA 
(RA) =s2u + 


[on a s—R,(o)=R;(o), car on a vu au n°4 que s,=s, lorsque 
g=6G'(o)£ol,et 
(6) G(Z)= g11 + gl+ 
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Si l'on identifie les développements des deux membres de (3), on 
voit que tous les cocfficients g,, gs, … se déterminent sans ambiguité 
à partir de g, (qui reste arbitraire) lorsqu'on se donne R, et R,. On 
pourrait aisément montrer la convergence du développement de G(Z) 
par la méthode des majorantes. La méthode süivante est plus instruc- 
tive pour démontrer l'existence d’une solution de (3) définie par le déve- 
loopement (6), solution holomorphe à l'origine. 


_ 8. ll existe en effet une fonction méromorphe fondamentale I’, pour 
R, et une T, pour R, définies respectivement par 
(7) (ss) =R,[T,(s)]. T,(o) =0, Fio=rs 
F,(s5) — R,[F,(:)1 Fois Lio 
S'il existe une solution (6) de (3), on aura 


| G[Ri[T.(s)]] = RG GI] 
ou bien 


(9) GEL (s5)1 = KR] G[T,(s)]]. 

Si G est holomorphe à l’origine, on aura 

G(s) =G[P\(s)]=#.3+..., 

G(s) sera holomorphe à l'origine et vérifiera 
(81) (ss) = RG (s)], 
qui n’est autre que l’équation (8). 

Il est alors immédiat que 

G(s) = (85). 
En effet: r° Hl est visible que l,(g, 5) se développe autour de l'origine 


par 


agi) = 815 +...3 


2° Il est visible que l,(3) comme l',(g, 3) satisfait à l'équation (8); 

3° Si Vou cherche une série entière en z satisfaisant a (8), les cocf- 
ficients de 3*, 3%, ... sont déterminés sans ambiguïté à partir du 
coefficient de 3. 
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G(s) et l,(g,3) ont le mème terme en 3 et satisfont à l'équation (8) 
tous deux, ils sont donc identiques; on a par consequent 


T.(g13) =§(4) = GI (:)]. 
Si donc on pose 


(10) | Z—T;(s) 
et si l’on désigne par 
(10°) | 3 = (2), 
la fonction inverse de I',(z), la fonction G(Z) que nous cherchons, 
pour satisfaire à (3) et au développement (6), ne peut différer de 
(11) G(Z) =P:[gi71(Z))- 
9. Réciproquement, (11) définit bien une fonction holomorphe en O 


satisfaisant à (3) et se développant par la formule (6). 
En effet, s = y,(Z) se développe, autour de O, par la formule 


eat, (Ly= 2 +... 


et cette fonction y,(Z), holomorphe en O, satisfait à l'équation dite de 
Schroeder 


(12) ys [Ry (Z)] =871(Z). 


Done T,[g,7¥,(Z)] est holomorphe en O et a un développement en Z 
commengant par 

MiL+..-; 
de plus, ona 


G[R,(Z)] =T,[giyi[Ri(Z)]] = T,[g1571(2)], 


à cause de (12). 


Or 
: I, (s¢) = R,[T,(6)] 
et, en posant | 
' E= g1f(2). 
on aura 
Te [5g171(Z)] = Re[Pelgiy:(Z)]] = R:[G(2)] 
puisque 


G(Z) =T,[17:(2Z)]. 
8 
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Donc 
G[R,(Z)] = R;[G(2)]. - 


Ainsi est prouvée l'existence de la solution holomorphe (6) de (3), et 
l'on a son expression 
(13) LG) = T8 (2) | 
-avec 
Z=P,[y:(Z)] 


pour marquer que y, (2) est l'inverse de T,(:). On peut encore 
écrire (13) 

F .[4i171(Z)] = G[Vi[y1(Z)]] 
ou bien 


(14) P,(g13) = G(T, (s)] |. 


Une fois prouvée l'existence d’une solution holomorphe en O pour 


l'équation (3), pour chaque valeur de g,, on pourra supposer que 


g,=1, pour étudier G. 
En effet, si l'on désigne par G,, la solution de (3) qui se développe 
par — 
G,, = 912 ere 
la relation (14) montre que 
Ps (g15) = G,,[T;(s)], 


en sorte que toutes les fonctions G,, dérivent bien simplement des | 
fonctions de Poincaré F,(3) et T,(s). 


10. Avant d’étudier dans tout Je plan la fonction G(Z), revenons 
Sur un cas que nous avons écarté au n° 5 parce qu’on peut toujours 
choisir le point 9, qu'on amène à l’origine de façon que G’(0) = 0. 

Supposons ici que R,(Z) et R,(Z) ayant toujours l’origine pour 
point double répulsif, on veuille chercher une solution G(Z), holo- 
morphe à l'origine, de l'équation (3) 

GTR: (2)] =R,[G(Z)], 
telle que ey, 


(14) G(Z) = gp Z? + gs +... (Sr 0). 


cI dure, mnt ts 


nr mr“; épées “nan dise. ame 
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Cela revient à supposer 
G(o)=G'(0) =...=G"-"(0)=0  [G'” (0) 40}. 


On aura 
R,=sZ+),27+... 


et l'identification des développements des deux membres de (3) prouve 
que le développement de R, commence nécessairement par s?Z (voir 
d’ailleurs le calcul du n° 4) 


R::= 52 +pl+.... 


On voit que g, peut être pris arbitraire +o et qu’alors tous les 


coefficients suivants de G(Z) se déterminent, sans ambiguité, a partir 
de g,. 


11. Si done (3) a une solution holomorphe (14°), cette solution est 
unique lorsque g, est déterminé. 
Un calcul analogue à celui du n° 8 donne 


GR ET (2)]] = R.[G[T.(=)]] 
G(s)= G[T,(s)] 


T,(ss) =R, [Ti (5), 


et, en posant 


et se rappelant que 


il vient 

' G[T,¢ss)] = R.[G(>)] 
ou bien 
(15) ; G(ss) = R:[G(5)]: 


La fonction de Poincaré F,(3), T,(4) =4 +--+ relative à R, et à O, 
satisfait à 
(16) L, [53] = RL (5)]. 


G(s) = G[T,(:)] a un développement = Batt 
Considérons 
(3) =T.[ 8p"). 
son développement sera 
Goh) = Sp Hours 


On aura aussi 
(2(s5) = LT. [gps?s?]. 
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Dans (16), on a, en remplaçant z par g,3’, 


te Ts [ ps? 3? ] = Ri[l:(g,57)]; 
par conséquent : 


(17) Ga(sz) = R:[G:(2)]. 


Comparant (15) et (17), on verra que G,(3) et G(s) satisfont à la 
mème équation fonctionnelle (15) et débutent par le même terme g, 7. 
Si l’on calcule les coefficients successifs d’une solution de (15) dont 
le développement en O débute par g,3?, on voit que tous ces coeffi- 
cients sont déterminés, sans ambiguité, par le premier coefficient g,. 

On en conclut par un raisonnement connu 


§2(+) = G(z) 


ou enfin 
(18) GT (:)]= (8,57). 


Pour marquer que G(z) débute par £,3?, j'écrirai G, [Z]. 


On voit que la seule solution holomorphe G.,(Z), possible pour (3), 
est | 


(19) | (2) = Plein) |, 


5 = y,(Z) étant, comme d’habitude, la fonction inverse de Z=T, (3). 
Ona 


wi LRy(Z)]=sy,(Z), 
équation de Schreeder, et l’on en déduit 
Ge, [Ri(Z)]= Ps[ go[yifRi(Z)J]” | = La[gos[n(2)}P]. 
D'ailleurs | 


T,(s¢s) = Ry[P3(z)] 
ou encore 


Lr, (s? gp 5”) = R,[T.(g)5?)]. | 
Donc 
GTR Piles ys (Z)? | = Ra[Pa(gp|71(Z)/?)] = Ral Gy, (Z)]. 


On a donc bien en (19) la solution, débutant par g,Z?, de l’équa- 


tion (3). Cette formule (19) contient d’ailleurs la formule (13) trouvée 


précédemment. 


ETES 


a 


ee eee eee 


—— 


SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS FONCTIONNELLES. Ill 


12. Nous n’avons jusqu'ici résolu qu’un problème local, à savoir : 
trouver une fonction holomorphe à l’origine supposée point double 
répulsif, commun à R,(Z) et R,(Z), de façon que cette fonction G satis- 
fasse à 

G[R,(Z)]= R:[G (2) ]. 


Mais les propriétés connues de l’itération de R,, rappelés aux n° 1 
et 2, vont nous servir à trouver tout le domaine d'existence de G et ses 
singularites. 

Ces conclusions se tirent de l’expression de G : 

G,,(Z) = Llgi71(2)] ou Y,[g13] = Gs, [T1(5)] 
en posant Z=—T,(z); 
G,,(Z) =Vs[ op, 71(Z) 5" | Du Pgo] = G,,[T1(4)] 
avec Z==T,(s). 


(20) 


En effet, Z—T,(z) étant une fonction méromorphe, son inverse 
2 = y,(Z) est une fonction dont les singularités sont connues (voir 
Iversex, Thèse Sur les fonctions inverses des fonctions méromorphes, 
Helsingfors, 1914). 

Elles sont de deux sortes : 


1° Des points critiques algebriques Z; qui s’obtiennent en prenant 
toutes les racines z;de I (sz) = o et en les transformant par Z;=T, (3;). 

2° Des points critiques transcendants qui coincident avec les valeurs 
asymptotiques de la fonction Y',(z). 


Il peut arriver qu'un mème point € soit critique algébrique pour 
certaines branches de y,(Z) et critique transcendant pour d’autres 
branches de cette fonction. 

En vertu de l'expression 


G (Z)=P.[giyi(Z)] 


Gz,(Z) = Lai n(Z) 0"), 


ou 


puisque la fonction T’,(s) est méromorphe, la fonction G sera uniforme 
et méromorphe sur la surface de Riemann du plan Z, sur laquelle 
(2) est elle-même uniforme. Les points critiques algébriques de 
8 * 


112 GASTON JULIA. 


y,(Z) seront, en général, des points critiques algébriques de G,(Z), 
pouvant aussi quelquefois être des pôles. 

Je dis, en général, parce qu’il pourrait arriver qu'une branche de 
y, (Z) ayant un point critique algébrique en Z; donnât naissance à une 
branche de G, (Z) n'ayant plus de point critique. Mais il ne pourra pas 
arriver que la branche de G, (Z), correspondant à la branche consi- 
dérée de y,(Z), ait en Z; un point transcendant. 

De même, si une branche de y,(Z) a en £ un point critique trans- 
cendant, la branche de G, (Z) correspondante sera, en général, trans- 
cendante en €. G, (Z) est uniforme sur la surface de Riemann de y,(Z) 
et méromorphe en tout point de cette surface qui n’est pas un point de 
ramification. 

Donc, en général, c’est-à-dire si les fractions rationnelles R, et R;, 
auxquelles correspondent T,(3) et ,(z), n’ont pas de relation parti- 
culiére, la fonction G, (Z) ou G,(Z), que l'on a définie au voisinage de 
l'origine, sera définie dans tout le plan Z par la relation (20) : elle sera 
multiforme à une infinité de branches. Sa sur fuce de Riemann est celle 
de y,(Z), inverse de Z =T,(Z). Ses singularités, points critiques alge- 
briques ou transcendants, seront celles de y,(Z). 

Dans tous les cas, les singularités critiques de G, (Z) ne pourront 

jamais figurer que parmi celles de y,(Z). 
J'ajoute, en passant, que si R, se ramène par homographie à 


Zi = R,(Z) = Z** CE sais 2, ~.+,0), 


Y.(Z) est définie en tout point du plan, sauf aux deux points excep- 
tionnels (signalés aux n°* 1 et 2) de l’itération de R,(Z). Ces deux 
points sont transcendants pour toute brancke de y,(Z) qui y devient 
nécessairement infinie (voir Iversen). Ils seront, en général, transcen- 
dants pour G,,. En tout autre point Z, G,, a, au moins, une. branche 
méromorphe. 

Si Z, = R,(Z) se ramène par homographie à Z, = un polynome en Z, 
il n'y a qu'un point exceptionnel € pour l’itération de R,. Ce point, 
critique transcendant pour toute branche de y,(Z), le sera pour G, 
en général, ( a 

En tout autre point, G, aura, au moins, une branche méromorphe. 

Enfin, si Z, = R,(Z) ne se ramène pas à un polynome ou à Z, = Z#, 


Se es a ene — 
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G,,(Z) aura au moins une branche méromorphe en tout point Z du 
plan. 


13. Il y a toutefois, relativement aux points critiques transcendants 
de G(Z), une remarque importante a faire. On sait que, si ¢ est cri- 
tique transcendant pour une branche de y,(Z), cette branche tend vers 
l'infini quand Z tend vers € par un chemin convenable. Cela revient 
presque à dire que les points critiques transcendants de y,(Z) sont les 
valeurs asymptotiques deI’,(s), valeurs limites déterminées atteintes par 
T,(s) sur des chemins convenables allant à l'infini dans le plan =. 
Cependant, il faut du soin pour l’établir, ainsi que l’a montré M. Iversen. 
z tendant vers l'infini de façon que Z tende vers €, tl pourra arriver que 
T,(5) ne tende vers aucune limite déterminée, en sorte que ¢ se trouvera 
être pour G à la fois point critique et point d ’indétermination. Ce fait 
sera même à considérer comme le fait général. Car si les fractions R, et 
R, n'ont pas de propriété commune autre qu’un point double commun 
répulsif, les chemins allant à l'infini sur lesquels F,(3) et 1505) 
tendent vers des limites déterminées ne seront pas les mêmes. 

En voici un exemple bien simple. 


Prenons 
R,(Z) =Z 
et 
R,(Z) = 221—7. 


Il y a un point double répulsif commun qui est Z =1. Les multiplica- 
teurs sont égaux a 4. 
La fonction de Poincaré correspondante est 
| ke e° 


pour la première, et 
T, = cosiV23 


_ pour la seconde. 
Si l'on cherche une solution de 


(21) 7  G(Z*) = 2[G(Z)P—1. 
on posera, comme nous l’avons vu plus haut, 


Gp (LZ) att gi) + ge 
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puisque ici les multiplicateurs-des deux fractions R, et R, pour le point 
double Z — 1 sont égaux. 
Prenons seulement g, = 1 
G(Z) =1+ (Z—1)+..., 
alors on aura à 
G(Z) =T.[y,(Z)] = costV¥2y,(Z), 


y,(Z) étant la fonction inverse de 


ZL €, 4: (Z) = logZ. 
G(Z) = cosiy2 logZ 


qui, évidemment, satisfait (21) et se trouve bien étre holomorphe 
pour Z =1. 

o et x sont valeurs exceptionnelles de e° et, corrélativement,. points 
critiques transcendants de logZ. 

Sur tout chemin du plan Z qui tend vers zéro, logZ tend vers l'infini. 
Supposons que Z tende vers l'origine sur l’axe réel positif, logZ tend 
alors vers l'infini sur l’axe réel négatif; i¥2logZ, suivant la détermi- 
nation de VlogZ choisie, tendra vers l'infini sur l’axe réel positif ou 
sur l’axe réel négatif et cos: /2logZ oscille sur ces axes entre les 
valeurs + 1 et — 1. L'origine est donc à la fois point critique transcen- 
dant et point d’indétermination de G(Z). C’est même un point d’indé- 
termination complète. 

_ Cara la région |Z|Se, eo et très petit, correspond, dans le plan 
3 = logZ, le demi-plan . 


Done 


AR(s)S loge; 
loge est négatif. 
La région que décrit V23 = ÿ21ogZ est une portion de plan limitée 
par l’hyperbole équilatère 


C'est la région où 


C'est la région ne contenant pas l’origine. 


moments tte tasse menti 
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Le point 23 décrira la région où 


e? — u? 


< loge, 


limitée par l’hyperbole conjuguée de la précédente et contenant les 
parties à l'infini de l'axe réel (axe des w) positif et négatif. L’angle des 
asymptotes étant 45° et la fonction cosinus étant périodique, de 
période 27, on voit qu'elle prendra toutes les valeurs finies sans exception 
dans la région précédente. 


14. Tout ce qu’on a dit jusqu'ici suppose une seule condition : à 
savoir que /a solution considérée G(Z) de 


G[R,(Z)]= R[G(2)] 


soit holomorphe en un certain point A de l’ensemble par fait Ex, qui cor- 
respond à l’itération de R,(Z). 

Car, sous cette seule supposition, on peut déterminer un point 4 de 
E,, (suffisamment voisin de A) qui soit point double répulsif pour une 
certaine itérée RŸ(Z) de R,(Z) et de façon que G(Z) soit holomorphe 
en Ô [avec au besoin G’ (9) o, ce qui, à vrai dire, n’est qu’accessoire]. 

En posant 

Ay(Z)=RY et A(Z) = RD", 
on aura 
G[R,] = &&,[G] 


et l’on verra que G se trouve définie dans tout le plan Z, fonction multi- 
forme, à partir de ses valeurs au voisinage de 0, les points critiques 
algébriques ou transcendants étant ceux de de la fonction inverse de la 
fonction de Poincaré relative au point double répulsif 4 et à la fonc- 
tion &,. 


| CHAPITRE II. 
socurions unixonmes DE G[R,(Z)|=R.| G(Z)]. 


CARACTÈRES GÉNÉRAUX. 


15. Nous allons maintenant particulariser le problème proposé au 
début : trouver les solutions de G(Z) de (3) qui soient uniformes dans 
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tout le plan Z et méromorphes en un certain point A de l'ensemble Es, 
relatif à R,(Z). 

La solution considérée n’admettra plus pour points critiques algé- 
briques les points critiques algébriques de y,(Z), mais il pourra arriver 
que les points critiques transcendants de y,(Z) demeurent des points 
singuliers essentiels de G(Z). Reprenons l'expression 


Ge (2) =Ts[ go) (2) |? ]- 


Supposons qu’au point Z, considéré une branche au moins de y,(Z) 
soit réguliére ou n’ait qu’un point critique algébrique. Ceci arrivera 
toujours si Z, n’est pas une des deux valeurs exceptionnelles possibles 
de la fonction I’, (=). 

La branche holomorphe ou algébroide en Z, de y,(Z) donnera pour 
T,,[g, |, (Z)!?] une branche méromorphe ou algébroide en Z, et, comme 
G,, =T.[8p|¥.(Z) |?] est uniforme, ce sera une fonction méromorphe 
en L,. 

On voit que si G, est supposée uniforme, ses seuls points singuliers 
essentiels possibles à distance finie ou infinie ne pourront être que les 
deux valeurs exceptionnelles de la fonction T,(s), dès l'instant que G 
est supposée méromorphe en un point de Ey, ensemble parfait défini 
par l'itération de R,. | 

Or, les valeurs exceptionnelles possibles de I',(z) ne sont autres, 
comme on l’a rappelé aux n° J et 2, que les points exceptionnels de 
iteration de la substitution [Z| R,(Z)]. Suivant qu’il n’y a pas de ces 
points exceptionnels ou qu’il y en a un ou deux, on a trois cas à envi- 
sager. 


16. Premier cas. — La substitution [Z|R,(Z)] n’a pas de point 
exceptionnel : elle ne peut se ramener ni à un polynome, ni à 
2, = 2% par une même transformation homographique sur Z et sur 
Aye HZ). 

Alors G, ne peut avoir de point singulier essentiel. C’est une fonc- 
tion rationnelle, dès l'instant qu'on la suppose uniforme dans tout le 
plan et méromorphe en un point au moins de Eg, ensemble parfait 
relatif à R,. | 

On peut encore dire que toute solution uniforme et non rationnelle 


nr mens e te on gnrent en iqer oé e RÉ 


TR eel 


aS 
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de l’équation 

G[R,(Z) = R.[G(Z)] 

admet nécessairement pour points singuliers essentiels tous les points de 

l’ensemble parfait Ey, que définit l'itération de [Z|R,(Z)]. lorsqu'on 

suppose que cette substitution ne se ramène par homographie ni à Z, = poly- 

nome en Z, ni à Z, = Z**. En particulier, toute solution méromorphe de 

cette équation se réduit à une fonction rationnelle. 2 
Un cas particulier de cette proposition a été donnée par M. Fatou 

dans le cas où [Z|R,(Z)] est une substitution à cercle fondamental 

(voir Bull. Soc. math., t. XLVIIL, n° 40, p. 216). 


17. Deuxième cas. — Si la substitution Z|R,(Z) se ramène par 
homographie a ~ 
L= i (Rt 1795. 2, 00), 
toute solution uni forme de 
G[R.(Z)] = R:[G(2)] 


n’aura dans tout le plan que deux points singuliers essentiels possibles 
qui seront o et x lorsque R,(Z) aura été ramenée à Z, = Z** et, de toute 
façon, qui seront les deux points exceptionnels de l’itération de 
[Z|R,(Z)]. Supposons la réduction canonique faite par une même 
substitution sur Z et R,(Z); G(Z) uniforme et satisfaisant à 


G[Z*]=R,[G(Z)] 
ne pourra avoir d’autre point singulier essentiel que o et x. La fonc- 
tion I',(z) relative à Z, = ZX étant e*, on aura 
a= y1(Z) =logZ et G,,(Z) =Ts[g? (1ogZ)”) = G(logZ), 
G(z) étant une fonction méromorphe de z. | 
Lorsque Z décrira un cercle autour de l'origine, logZ augmentera de 
ani, et pour que G,(Z) soit uniforme, il faudra que G(z) admette la 
période 277. 
On pourra encore écrire 
Life 501 = Ge, Le], 


pp 


G,,(Z) n’ayant d’autres points singuliers essentiels que 0 et +. 
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18. Donnons ici un exemple simple et remarquable du cas précé- 
dent. 

Prenons Z = Z*, k entier positif, et supposons que la substitution 
Z|R,(Z) ait le point double répulsif Z = 1 commun avec [Z|Z*]. Le 
multiplicateur, pour cette dernière, est s = #. Je chercherai une 


solution 
G(Z)=1+ g(Z—1) +... 


correspondant à p = 2. 

Alors, il faudra que le multiplicateur de R, pour Z — 1 soit égal à #?, 
carré du multiplicateur de R, pour Z=1. 

Considérons alors la fonction méromorphe, doublement périodique, 
T(3) suivante, aux périodes (272, a) (a réel positif) 


T(z) =p(s+ 2), 


p(u) étant la fonction classique de Weierstrass relative aux périodes 
fondamentales 272, a. 

F(z) est holomorphe à l’origine, et c’est une fonction patre elliptique 
d'ordre 2. X étant un entier quelconque, (Az) sera donc une fonetion 
rationnelle de (3), à cause de cette parité de I'(s) que respecte la 
multiplication de l'argument par un entier. 


On aura 
T(:) = A+ A, +... [Ao= p(ré)]. 
Donc | 
ys) = 1 =1+ pst+... 
0 a 


sera une fonction paire de s et évidemment (Az) sera fonction ration- 


nelle de y(3), puisque I'(Az) l’est de T(z), toutes les fois que À sera 
entier positif. 
Considérons 


vs] 
2(5)=y mn 
son développement autour de l’origine est 
B(s)=i+s +... 


et c'est une fonction méromorphe puisque y est paire 


AA er eo 
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ne=f4/l] 


Donc F,(3À*) sera fonction rationnelle de ,(z) = 1[V£ | pour toute 
valeur entière positive À. Je prends À = 4’, 


On aura 


T:(5#)=R[l:(2)], 


[Z|R,(Z)] sera une substitution rationnelle admettant Z=1 pour 
point double répulsif de multiplicateur k?; T,(2) est la fonction de 
Poincaré correspondante. 


Si, dès lors, je choisis g, = 4, p — 2, la solution de l'équation 


G[Z*]=R.[G(Z)]. 
qui sera de la forme | 


Che ae Gp wearers i 
s'obtient par la formule 


G(Z) =T,[g2(logZ)?] =P.[p (logZ)?]. 


DE PAS TAI 


G(Z) = x; { Le82). 


Donc 


Or (wu) est une fonction elliptique aux périodes 277, a; en posant 


“i= logZ, 


la fonction F(logZ) sera méromorphe en Z, sauf peut-être aux points 

Z=oetZ=~. 
Or, ces deux points sont effectivement des points singuliers essentiels 

de T(logZ), puisque, en effet, l'existence, pour T(z), de la période a 


entraine 
G(Z) = G(Ze*), 
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ce qui prouve que les racines de toute équation 
G(Z) = x 

admettent o et pour points limites. | 

La solution G(Z) trouvée est donc bien uniforme en Z et avec les 
deux points singuliers essentiels isolés o et +. On verrait aussitôt que 
‘G(Z) est d'ordre nul au voisinage du point à l’infini, comme au voisi- 
nage de zéro [c’est-à-dire que la suite des racines de G(Z) = x qui 
tendent vers + 2 est d’ordre nul]. 


19. Ce dernier phénomène est d’ailleurs général. Reprenons la for- 
muie générale 
L(g95) = Gx, (Ce), 


G,, étant la solution méromorphe considérée de 
G(s*) =R.[G(Z)]. 


C’est un résultat connu que F,(3), fonction de Poincaré de R, pour le 
point double répulsif considéré, est une fonction d’ordre fini et non nul 
(voir par exemple Vazirow, Thèse Sur les fonctions entières d’ordre nul et 
d'ordre fini, n° 48). 

T,(g,5?) est aussi d'ordre fini et non nul. 

Or, si G, est méromorphe et d'ordre non nul, on montre aussitôt 
que G, (e*) est d'ordre infini, d'où une contradiction. 

En effet, Z,, Z,, ... étant les zéros de G(Z)—a [a, valeur non excep- 
tionnelle de G(Z)] dont les modules sont r,, r,, ..., les zéros de 
G(e*) — a seront tous les points 


logrz+akni+i6,  [Z,=r,eit»] 
(r=1:2,.,,, 03 ftapi ta, 3, ..., 0). 


SiG est d’ordre non nul, la série 


I 
= 
Ta 


pour # positif et bien choisi, est divergente ; il suffit de prendre # infé- 
rieur à l'ordre de G. 


TE 


TRES 
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I 


k 
F se : _— A : 
diverge quel que soit A, car DT grandit indéfiniment avec n quel 


(logr, 


Des lors, la série 


que soit À. 
La série - 


I 
à (logr, + 10, ) 


devient aussi divergente, car 


à: — 1 5 G45 
a fortiori 
I 
‘ >) 2 (logr,+ 2kmi+ 50,)à 
i’ a ¥ 1 


sera divergente pour tout À. 
Done G(e*) est d'ordre infini. G ne peut donc être d’ordre  o. 


19 Dis. On peut cependant montrer que si o cesse d’étre point sin- 
gulier essentiel de G(Z), Vinfini cesse de l'être aussitôt et G(Z) devient 
rationnelle. 

Ce: point ayant déjà été démontré avec soin, nous nous contenterons 
de renvoyer le lecteur au Bulletin de la Société mathématique de France, 
tome XLVIII, n° 41 du Mémoire de M. P. Fatou. 

En voici un exemple simple analogue à celui du n°13. 


Reprenons 

Zi =Ri(Z) = 2, 

, : Z,= R,(Z) =2Z77—1 

comme au n° 43. 
Prenons cette fois, pour point double répulsif commun, Z =1 avec 

multiplicateur 2 pour la premiére, 4 pour la seconde. 


Nous prendrons 


G,,(Z) =1+ g.(Z—1)? +... avec fi=s P =2. 


La fonction de Poincaré pour Z, = R,(Z) et pour Z =1 est 


P,(s) =cosivV2zs. 
Ann, Ec. Norm., (3), XL. — Ava 1923. 16 
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Pour I’,(s) ce sera 
L=T(:)=e, z= logZ. 


Donc, on aura ici 
G,,(Z) =cosiy/ 2.4 (log)? = cos(ilogZ) = ch(logZ), 
i 1 
G,(2) = (2+ i) 


qui n’admet pas Z = o pour point singulier essentiel et se réduit bien 
à une fraction rationnelle. 


90. Troisième cas. — Si la substitution [Z|R,(Z)] a un point excep- 
tionnel, on enverra ce point à l'infini par une homographie sur Z, 
R,(Z). Alors [Z|R,(Z)] devient un polynome Z, = P(Z) et toute solu- 
tion uniforme G(Z) de 

G[P(Z)]=R,[G(Z)], 


méromorphe en un point de l’ensemble par fait E, relatif à Vitération de 
P(Z), est meromorphe dans tout le plan. 

En supposant que P et R, ont un point double répulsif commun a 
l'origine, dont [, et I',(s) sont les fonctions de Poincaré, I, sera ici 
une fonction entiere et l’on aura | 

Ps[p2?] = Ge, [T:(3)] 
si, à l'origine, 
Gy,= SL +... 


On peut voir de suite, par la considération des ordres, que, si G n’est 
pas d'ordre nul, G[T,(3)] sera d'ordre infini. 


21. En effet, partons de T,(s3) = P[T,(s)], en désignant par s le 
multiplicateur de P à l'origine, 
P(Z):=sZ+.... 
Si l’on ordonne P par puissances décroissantes, on aura 


P(ZYSA,Z*+...5 


ES 


PE —— 
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et si l’on prend |Z|2r°, r? étant assez grand, on aura 


| P(Z)|> | Ao— & | LES per, 
€ étant un nombre positif assez petit dépendant de 7°. 

Choisissons, dans le plan z, un cercle de centre O, de rayon r, assez 
grand pour que, dans ce cercle ry, l,(3) prenne toutes les valeurs Z 
dont le module est <r°. Cela est toujours possible. 

Alors, dans le cercle | z|<|s|7), F,(z) prendra toutes les valeurs Z 


en module telles que : 
| LISTE 


puisque, à une aire du plan Z qui recouvre le cercle |Z|<r{, Pitération 
par P(Z) fait correspondre une aire qui recouvre le cercle |Z|<(ri)**, 
et puisque 

(ss) = P[F,(s)]. 


De même, dans le cercle |z|<7,|s|*, l,(z) prendra toutes les 
valeurs Z en module telles que 
Meier: 
Et généralement, dans le cercle |s|<r,|sP, À entier et positif quel- 
conque, T,(Z) prendra toutes les valeurs Z en module telles que 
FASTER ego 
Ceci posé, soit a une valeur non exceptionnelle quelconque de G, 
supposée d’ordre non nul. Les racines Z; de 
G(Z) =a 
sont alors telles qu’il existe un nombre positif w (inférieur à l’ordre) 


tel que la série 
<a nn! 
2 


t 


- diverge 


R;= | Zi. 


Considérons l'équation 
CNY = 2 
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il est clair que si l’on choisit pour À; le plus petit entier tel que 
(res pe 


la fonction I',(s) prendra la valeur Z; dans le cercle r,s”; A; devra être 


choisi tel que 


LR 
— elù ae 
(Ak—e)yi> Lr 


ou bien 
LLR,— Lire 


i> L(k —e) 


Je désigne par z; un tel point, où T(z) = Z,, il y en aura sûrement 
un de module p; tel que nf 
PiSrols pr 
en posant 
_ LLR;—LLr® 


ee Pa FS PETS +1 


22. L’équation , 
G[T,(z)]=a 


compte, entre autres racines, toutes les racines 3; qu'on vient de déter- 
iner, de façon que 
Pi<ro|s |. 
Si donc je désigne par %, toutes les racines de G[T,(<)] =a, la somme 
> GF est > 2 puisque les p; ne sont qu’une partie des [Gx| (a est 
- positif quelconque ) quel que soit « positif fixe. Je dis que la 
ene ee. 
série Ÿ 73 diverge. 
23. En effet, 


I I 
pf ~ re] s |r’ 


I I | 
a ZT 
Tout revient à démontrer que 
I ao : | 
v: |s [ar => ou | 


diverge. ¢ =|s|* est > 1 quel que soit a. 


RU Le 
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Or 
oi gALERi+B, 

A et B étant des constantes (A gone) 
L(k—e)/’ 

chi eA'LLR +B" 
yi Lo 

A! | — 
D TE 


et la nature de la série > = est la méme que celle de 


Laue - oR 


Or, quel que soit A’ positif, R; grandissant indéfiniment, il est visible 


RY RATE 5 . A | J . 
que TR grandit indéfiniment ; par conséquent TER” diverge 


I 
comme >, RE 
Il est donc prouvé, que G[T,(z)] est d'ordre infini, si G n’est pas 
d'ordre nul. Et puisque F,(g,z?) est, comme I’,(3), d'ordre fini, il 


résulte de 
L[g57] — Ga L1(2)] 


que G ne peut être que d'ordre nul si elle est méromorphe. 
Lorsque la substitution [Z[R,(Z)] se ramène à la forme polyno- 
miale [Z|P(Z)] par une transformation homographique, toute solution 


_ uniforme de 


G[P(Z)]=R,[G(Z)] 


ne peut étre qu'une fonction d’ordre nul ou une fraction rationnelle, dès 
l'instant qu'on la suppose meromorphe en quelque point de l’ensemble 
parfait E, relatif à l'itération de |Z|P(Z)]. 

Toute solution uniforme qui ne serait nt rationnelle, ni meromorphe 
d’ordre nul, admet nécessairement tous les points de E, pour points sin- 
guliers essentiels. | + 


24. G peut-elle être une fonction méromorphe d'ordre nul? Oui, en 


voici un exemple. 
Je prends le polynome Z,— P(Z) = 22? — 1 déjà envisagé prece- 
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demment. Z — 1 est un point double répulsif de multiplicateur 4 pour 


la substitution Z,— 2Z?—r. La fonction de Poincaré l,(z) corres- 


pondante, c’est “i 
ZL=T,(z) = cosiy2z. 


La fonction inverse, c’est 


i= — = (arc cosZ)?= y;(Z). 


D'autre part, je considére, suivant une idée déjà utilisée au n° 18, la 
fonction p(w) doublement périodique de Weierstrass, aux périodes 
27, a (a non réel) qui est paire et d’ordre 2. 


Je pose. | 
T(s)=p(s +7), 


l'est paire, elliptique, d'ordre 2, et holomorphe pour z = 0, 


P(s)=A,+A,Z?+.... 
Je considere . 


TR > Te)... 
AS fate a 


c'est encore une fonction paire, elliptique, d'ordre 2, holomorphe à 
l'origine : | 
7(s)=1+ps?+.... 


On sait que p(w) étant paire, p(Aw) est fonction rationnelle de p(u) 
pour tout entier positif À. Il en est de même de I'(s), à cause de sa 
parité et de son ordre; l'(Àz) est fonction rationnelle de T(z). Il en est 


de même de y(:). 
so] 


Je prends 

À cause de la parité de. y, F, est une fonction uniforme et méro- 
morphe de z 
T,(s)=1+3+.... 


T,(s22) =y]A =]. 
ge) :| V3 


Ona 
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Or, pour À entier, y(Aw) est fonction rationnelle de y(w); donc 


1/2] sera fonction rationnelle de 12] : 
b pe 


Donc T,(:}°) est fonction rationnelle de T,(z) pour tout entier 
positif À. 
Je vais prendre À = 2; alors 


T.(4s) =B,[T2(s)]. 


La substitution [Z| R,(Z)] est rationnelle. Z=1 est un point double 


répulsif de multiplicateur 4, comme pour [Z|P(Z)]. La fonction de 
Poincaré est évidente : c’est l,(z). 


25. Je choisis pour l'équation 
G[P(Z)]=R.[G(Z)] 
une solution se développant autour de Z = 1 par la formule 


G(Z)=14+ g(Z—1) +... 


c'est-à-dire, dans nos notations habituelles, p = 1. 


On aura 
G,,(Z) = T:(3171(2)] 
avec 
(Z)=— = (are cosZ)?. 
Donc 


a ee i AEA Eee 
G,(Z)=Ts| (are cosZ)*| = 7 [ate cos? a] 


Je prends maintenant g,=— 2}- 
Il vient alors | 
G(Z)= [arc cosZ] = + T{arc cosZ]. 
Y Ay 


La fonction T est paire et admet la période 27, donc G(Z) est une 
fonction qui a toujours la même valeur, quelle que soit la détermi- 
nation choisie pour arc cosZ. C'est une fonction uniforme dans tout le 
plan des Zet méromorphe en tout point à distance finie. Elle est donc 
méromorphe ou rationnelle. 


9 + 
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Or elle n’est pas rationnelle. En effet, on a 


G(cosz) — LG) 


Partons d’une valeur arbitraire z,; toutes les valeurs :, + na font 
acquérir à T(z) la même valeur que 3,, puisque a est une période 
de T(z) 


G[cos(=+na)]—=G[cosz,]. 
Les points 


Z,=coss,  Z,=cos(s,+ à), oss nde COS (5e -+@) 


font acquérir à G(Z) la même valeur. 

De plus, a n'étant pas réel, la partie imaginaire de 3, + na tendra 
vers + x ou — x quand a tend vers +, suivant le signe de la partie 
imaginaire de a. On en conclut que Z, tend vers I’infini si x tend vers 
l'infini. L’équation G(Z) = « a donc ‘toujours une infinité de racines 
s’accumulant a l'infini. G est donc réellement méromorphe et non 
rationnelle. 

Si l’on voulait résoudre complètement G(Z)=«, on aurait à 
résoudre 

(are cosZ) = A, a, 
ce qui donnerait 


arccosZ=+0+m,27+ ma, 


m, et m, entiers quelconques. 
¢ étant une racine de p(C+7)= Aa, 


L=cos[ +tE + m,an+ m,a|=cos(+f+ ma). 
Il suffit de prendre 
Z=cos(t + ma), MO BEN Fe pSisi., Lo, 


Ces points n’ont d'autre point limite que le point à l'infini. On peut 
voir aussi que le module de ; 


Z, = cos(€ + na) 


est comparable à el”!9(@) pour n très grand. 
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3(a) désignant la partie imaginaire de a, qu'on peut supposer > 0, 
la suite des Z, est donc évidemment d'ordre séro. G est bien d'ordre 
nul. 


26. Conclusion générale. — Considérons l'équation 
(3) GER (DIE RG (2) 


1° Si [Z|R,(Z)] est une substitution sans valeurs exceptionnelles, 
c'est-à-dire ne se ramenant ni à un polynome, ni à [Z|Z*], l'équa- 
tion (3) n’a d’autres solutions méromorphes que des fonctions ration- 
nelles. 

2° Si[Z|R,(Z)]| se ramène à un polynome [Z|P(Z)], l'équation (3) 
peut admettre des solutions méromorphes qui ne soient pas des fonc- 
tions rationnelles, mais ce sont toujours des fonctions méromorphes 
d'ordre nul. 

3° Si [Z|R,(Z)] se ramène à [Z]Z#], & entier positif, l’équa- 
tion (3) peut admettre des solutions uniformes avec deux points sin- 
guliers essentiels o et oc. Ces solutions sont d'ordre nul. Les deux 
… points singuliers essentiels existent simultanément ; si l’un d'eux cesse 
d'être essentiel, l’autre cesse de l’être aussitôt; autrement dit, l’équa- 
tion (3) n’admet ici d’autres solutions méromorphes dans tout le plan 
que des fonctions rationnelles. 

4° Dans tous les cas, toute autre solution uniforme de (3) admet 
tous les points de l’ensemble parfait E,, pour points singuliers essen- 
tiels. 


CHAPITRE II. 


UN CRITERIUM D'UNIFORMITÉ POUR LES SOLUTIONS DE L ÉQUATION 


fay | G[Ry(Z)]= Re[G(Z)]. 


27. Lorsque la solution G n'admet pas pour points singuliers essen- 
tiels tous les points de l’ensemble parfait E,, relatifs à l'itération de 
Z,=R,(Z), on a pu supposer, sans restreindre la généralité, que R, 
et R, admettaient toutes deux l'origine pour point double repulsif. 
G s’est trouvé alors uniforme sur la surface de Riemann correspondant 


RIAN 
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à la fonction y,(Z), inverse de la fonction de Poincaré T,(z) de R, 
relative à l’origine. 
Sis—R'(o),|[s|>retR,(o)=0o,0ona 


Pr, (ss) =R,[Ti(s)], 
x? root à (3), 
s=y(Z). 


Pour simplifier la suite de cette exposition, nous supposerons 
G'(a) Ao, 
c'est-à-dire qu’autour de Z=voona 
G,,(Z)= 92+ g2+..., io. 
On sait alors que, si I',(z) est la fonction de Poincaré pour R;, 


R,(0)=0, R,(o)=R(o)=s, |s|>1, 
I, (sz) = R, [YT (z)]. 


G(Z)= lg n(Z)l. 


Dans quel cas peut-on affirmer que G,, est uniforme en Z dans tout 
le plan? C’est là une question délicate et c’est une pure tautologie que 
de dire : il faut et il suffit que, pour toutes les racines de l'équation 
en 3, 


on aura 


T,(z) = 2, 


F,(g, 3) doit acquérir la même valeur, et ceci quel que soit ls 

Il y a un cas très intéressant où l’uniformité de G dans une Re du 
plan entraine l’uniformité dans tout le plan : c’est celui où la substi- 
tution [Z| R,(Z)] est à cercle fondamental. 

M. Fatou (‘) a étudié l’équation (3) en supposant, plus spéciale- 
ment, que [Z|R,(Z)] est de premiére espèce, c’est-à-dire que l’en- 
semble E, se compose de toute la circonférence du cercle fonda- 
mental et, en outre, que l’équation (3) admette une solution méro- 
morphe dans le cercle fondamental et sur ce cercle lui-même. 


(1) Bull, Soc. math. Fr., 1920, n° 38 et suivants. 
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Il a alors démontré qu’une pareille solution de (3) était nécessaire- 
ment rationnelle. 

Nous pourrons supposer à volonté que le cercle fondamental est le 
cercle trigonométrique ou le demi-plan supérieur, sa circonférence 
étant la circonférence de rayon 1 ou l'axe réel, suivant les cas, et 
nous allons, plus généralement, étudier l’équation (3) dans le cas 
où [Z|R,(Z)] est de premiére ou de deuxième espèce. On va voir que si 
elle admet une solution uniforme dans le cercle fondamental, cette 
solution sera uniforme dans tout le plan et cette propriété tient essen- 
tiellement à la symétrie, relativement au cercle fondamental, de la sur- 
face de Riemann sur laquelle %, (Z) est uniforme. 


. 28. Pour le voir aisément, supposons que le cercle fondamental soit 
le demi-plan supérieur; R,(Z) est à coefficients réels, R\(o) =s est 
réel, s > 1. | 

L’équation | | 
IT, (ss) = R[l:(2:)] 


définit une fonction méromorphe T,(z) à coefficients réels. Les voisi- 
nages de Z =o et de z — 0 se correspondent de façon conforme par 


Z=T;(:), 


l'axe réel de Z se transformant en l’axe réel de z au voisinage de l'ori- 
gine. Que R, soit de première ou de deuxième espèce, tout E,, sera 
engendré par un nombre fini p d’itérations de la partie de E,, situé sur 
un petit segment AB de l'axe réel entourant l’origine. A la portion 
de E,, située sur AB correspond dans le plan z un ensemble situé sur 


‘un petit segment a comprenant l'origine. La multiplication indéfinie 


de cet ensemble par s, s’, -.. engendre un ensemble situé sur l’axe réel 
du plan z et qui sera parfait discontinu si R, est de deuxième espèce, 
qui sera composé de tout l'axe réel si R, est de première espèce. Cet 
ensemble est l’ensemble ¢,, où la famille des I’, (s"s) (nr =1,2,..., 20 ) 


n’est pas normale. Il correspond à E,, par la transformation ZT, (2). 


£, ne peut contenir aucun point qui ne soit sur l’axe réel. 
En effet, sien 3, non réel on avait T,(5) = Zo, Z, étant réel, on 
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Ti) =R, [Fr (&)| 


OrT,(:,) = Z, étant réel et l'équation en €, R,(¢)=Z, n'ayant que 
des racines réelles puisque [Z|R,(Z)| est à cercle fondamental, 


aurait 


= (=) serait aussi bi et, plus généralement, tous les T, (<i) 
Ss 


seraient réels. 


Tous les points 2), ©» = : : » = S'alignent sur une demi-droite À 


issue de o et tendent vers l'origine. A est distincte de l’axe réel, Shs 
n’est pas réel. On aurait donc, au voisinage de l’origine des points =; 


où I’, prend une valeur réelle sans que ces points soient sur l'axe réel. 
Ceci contredit le fait signalé plus haut: Z=T,(z) fait correspondre 
les voisinages des origines dans le plan Z et s de façon que les axes 
réels se correspondent. Il est donc prouvé que l'équation en 3 


T,(:) =Z, 


Z étant réel, a toutes ses racines réelles. 

Si l’on prend Z dans le demi-plan supérieur, toutes les racines z 
seront dans le demi-plan supérieur. Si Z reçoit des valeurs ©, et %, 
symétriques par rapport à l’axe réel, les racines des équations 


Piaf 
Fi = 


sont deux à deux symétriques par rapport à l’axe réel du plan 3. Tout 
ceci est immédiat. Comme conséquence, €, est tout entier sur l'axe 
réel. 

I] est aussi immédiat que l'équation R{(Z) =o n’a aucune racine 
réelle si R,(Z) admet pour cercle fondamental le demi-plan s supérieur. 
Par conséquent les conséquents, dans l’itération [Z|R,(Z)], de ces 
racines ne fournissent aucun point réel. Mais les racines de R,(Z) =o 
étant deux à deux symétriques par rapport à l'axe réel, l’itération de 
ces racines fournira une suite de points dans le demi-plan supérieur 


et une suite dans le demi-plan inférieur symétrique de la première 
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par rapport à l'axe réel. On en conclut, par un raisonnement déjà 
fait ('), que l'équation T(z) =o n'a aucune racine réelle et ses 
racines sont deux à deux symétriques par rapport à l'axe réel. Ces 
racines proviennent, par Z= T,(z), de la suite des itérées indéfinies 
des racines de R,(Z) =o. Il y a symétrie parfaite dans le plan = et 
dans le plan Z grâce à la transformation Z = TV, (3). 

Considérons la fonction s = y, (Z); ses points critiques algébriques 
sont les conséquents successifs dans l’itération par R, des points 
où Ri (Z) =o. On connait la distribution de ces points. Deux cas sont 
possibles : 


1° [Z|R,(Z)] est de premiére espèce et ordinaire. Alors elle admet 
deux points doubles attractifs symétriques par rapport à l’axe réel 
vers lesquels tendent respectivement les conséquents de tout point du 
demi-plan supérieur et du demi-plan inférieur. Ces deux points 
doubles sont les deux seules valeurs asymptotiques que possède (2): 
ce sont deux points critiques transcendants pour y,(Z); ils sont les 
points.limites vers lesquels tendent les points critiques algébriques. 
2° [Z|R,(Z)] est singulière de première espèce, ou bien elle est de 
deuxième espèce. Alors le point limite unique sur lequel tendent les 
conséquents de tout point du demi-plan supérieur ou du demi-plan 
inférieur est sur l’axe réel, et c’est encore un point critique transcen- 


- dant, Le seul, de y,(Z) (*): 


29. Ceci posé, supposons que Z, partant d’un point de l’axe réel, 
décrive un lacet £, dans le demi-plan supérieur, entourant un seul 
point critique de y,(Z) et revienne à sa valeur initiale. Le point = qui 
lui correspond décrira dans le demi-plan supérieur une courbe 
ouverte C, allant d’un point 5, de l'axe réel à un autre point 3, de 
l'axe réel [T,(5,) = CS) 

A cause de la symétrie de la surface de Riemann de y,(Z) il est clair 
que, si Z décrit un lacet g, symétrique du précédent par rapport 
à l'axe réel et si l'on part de Z avec la détermination 5, de y,(Z), le 
gd à Se SRI aN her OS ay a a 

(1) Voir mon Mémoire Sur la permutabilité des substitutions rationnelles, n°* 26 à 32 
de la 2° Partie. 

(2) Lorsqu’il existe, on pourra le supposer à l'infini. 
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point z va décrire une courbe C, allant de 3, à z, et symétrique de C, 
par rapport à l'axe réel. On en déduit que, si Z décrit l’ensemble {,+£3 
des deux lacets, z revient à sa valeur initiale. 

Plus généralement, si Z décrit une courbe fermée quelconque 
symétrique par rapport à l’axe réel, z = y(Z) revient à sa valeur ini- 
tiale. ; ; 
Tout ceci est presque intuitif, vu la symétrie de la surface de 
Riemann. 


30. Reprenons alors la relation 


G,,(Z) =P. [ain (Z)] 


et supposons que G,, soit uniforme dans tout le demi-plan supérieur. 
G, holomorphe autour de l’origine, sera uniforme et holomorphe sur 
la surface de Riemann de y,(Z). Elle sera de plus uniforme dans le 
plan Z. | 

En effet, partant d’un point Z, de l'axe réel, faisons décrire à Zun 
lacet quelconque £, dans le demi-plan inférieur et considérons le 
lacet symétrique ¢, dans le demi-plan supérieur. Partant de Z, 
avec 3,=y,(Z,), on revient en Z, avec 2, en suivant £9, et en sui- 
vant ¢, on reviendra aussi en Z, avec 3, si l’on est parti avec 2,. Dans 
le demi-plan supérieur, G étant uniforme, on aura 


[$151] =T.[ 8142] 


puisque partant de Z, et suivant ¢, on reviendra en Z, avec la méme 
valeur de G qu’au départ. Il en sera donc de même si l’on suit £3, 
puisque les valeurs initiales et finales de y,(Z) sont z, et 3, pour £, « 
comme pour £ ,. 
Tout lacet du demi-plan inférieur ramène donc la même valeur de G . 
qu'au départ. G est uni forme dans tout le plan si elle l’est dans le cercle 
fondamental, et cela tient essentiellement à la symétrie de la surface de 
Riemann sur laquelle ;,(Z) est uniforme. 


31. Dans le cas qui nous occupe ici, la substitution [Z|R,(Z)] 
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n’a de points exceptionnels que si elle peut se ramener à la forme 
Z—=Ri(Z)=7# (kentier >0); 


le cercle fondamental est le cercle trigonométrique. Dans ce cas parti- 
culier, on a vu au n° 18 que G peut admettre les deux points excep- 
tionnels o et x comme points singuliers essentiels isolés. Si l’un de 
ces deux points cesse d’être essentiel, l’autre cesse de l’être par le fait 
même (n° 19) et G devient rationnelle. 

Si la substitution [Z|R,(Z)], à cercle fondamental, ne se ramène pas 
à Z, = Z', on est dans le cas général du n° 16, toute solution de (3) unt- 
forme dans le cercle fondamental et méromorphe en un point de l’en- 
semble Ey, est nécessairement rationnelle. 


CHAPITRE 1V. 


ETUDE PLUS PRÉCISE DES-SOLUTIONS MEROMORPHES DE 


AO =: G[R,] =R,[6]. 


31 bis. Soit G une solution méromorphe ou rationnelle de 
(3) ) G[R,(Z)]=R.[6(Z)]. 


On posera¢ = G(Z). A tout point de plan Z, non singulier essentiel 
pour G, correspond un point {; les points singuliers essentiels de G 


sont: 1° 20 siR, est un polynome ou s’y ramène; 2° 0 ete si R,(Z) = Z* 


ou s’y raméne. 
De (3) on déduit aussitôt 


GURY? (Z)]= RYLG(2)} 


R” étant l’itérée d’ordre n de R,. 
Si Z, est tel que Z, = RY? (Z,), alors, nécessairement, 


G (Zo) = RY" [6(Z)]. 


Donc 69, qui correspond à Z,, appartient à un cycle de R,. 
Le raisonnement fait au n° 4 du présent Mémoire prouve que le 


“eycle de R, auquel appartient Z, et le cycle de R, auquel appartient 
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(= G(Z,), sont de même nature, c’est-à dire simultanément répul- 
sifs, attractifs ou indifférents. 

Soient E,, l’ensemble des points appartenant aux cycles répulsifs 
de R,, Ey, son dérivé, E,, et E,, les ensembles analogues pour R,. 

On sait (') qu’un point exceptionnel de l’itération de R, n’appar- 
tient jamais à Es. Done à tout point Z de E,, ou Ex, correspond par 
€ = G(Z) un point de E,, ou de E,.,. Mais, en général, la transformation 
précédente appliquée à E,, ne donnera qu’une partie de E,. 


32. En effet, tout point de Ey, se caractérise par ce fait que la 
famille des R{(Z) (n=1, 2, ..., 00) cesse d'y être normale. En un 
pareil point, la famille des G[R°”] cessera d’être normale, et par suite 
aussi celle des Ry" [G(Z)], ce qui prouve que G(Z) appartient a Ey, 
comme on vient déjà de le voir. Mais si € est un point où les Ry” cessent 
d’être normales, en tout point Z, qui lui correspond par G(Z) = on 
pourra bien affirmer que les G[R\”’] ne forment pas une famille nor- 
malé,mais on ne pourra pas en conclure nécessairement que la famille 
des R/"n’est pas normale en Z : car il pourrait arriver que la famille 
des RY” fat normale en Z avec, pour limite, une constante égale à une 

valeur qui soit point singulier essentiel de G(Z); des exer ples de ce fait 
vont se rencontrer plus loin. Mais si G(Z) n’a pas de point singulier 
essentiel, si c'est une fonction rationnelle, la circonstance précédente 
n'est pas possible, en vertu de ce fait que, dans toute région où les R\”’ 
forment une famille normale, la famille des G[R°”] est aussi normale 
lorsque G est rationnelle. 

En définitive, la transformation {= G(Z) transforme Ex, en E,, et 
réciproquement lorsque G est rationnelle, et transforme E;, en une 
partie de E,, lorsque G admet un ou deux points singuliers essen- 
tiels. . | ah bs 

En effet, dans ce dernier cas, a tout point € de E,, correspondent 
une infinité de valeurs Z racines de G(Z) =; ces valeurs s’accu- 
mulent autour des points singuliers essentiels de G(Z). En chacun de 
ces points la famille des Ry" [G(Z)] n'étant pas normale, celle des 


(1) Voir mon Mémoire du Journal de Jordan, 1918, n° 19, 
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G(R," (Z)] ne l’est pas non plus; or, en vertu de la remarque déjà 
faite, que les points singuliers w de G(Z) sont les points exceptionnels 
dans l’itération de R,, points qui sont isolés de Ey, par un domaine qui 
s’appelle le domaine de convergence immédiat ®, vers w, les racines 
de G(Z)=€ tendant vers w appartiendront au domaine ®, et pas à En. 
Ici il y a d’autres points du plan Z que ceux de l’ensemble E,,, qui, 
par € = G(Z), donnent E,,. J’appellerai dans ce cas €4, l’ensemble des 
points Z où la famille des G[ R{”(Z)] n’est pas normale. €, contiendra Ky, 


el En, correspondra d’une façon biunivoque à E,, par la transforma- 
tion C= G(Z). 


33. On déduit de la un critére théorique permettant d’affirmer 
Fimpossibilité de l’existence de solutions méromorphes ou rationnelles 
de (3) dans certains cas. 

Il est clair en effet que si E,, contient un continu, et si K,, est partout 
discontinu, G(Z) ne peut exister, car elle transformerait ce continu 
de E,, en un continu appartenant à E,,. Si E,, contient une aire plane, 


auquel cas E, est identique au plan Z complet, G(Z) ne peut exister 


que si E,, est lui aussi identique au plan complet. On peut exprimer 
ceci brièvement en disant que l'existence des solutions méromorphes ou 
rationnelles de (3) n’est possible que si la cohésion de Ex, et le nombre de 
ses dimensions sont moindres que ceux de E,, ou au plus égaux. Toutes 
les fois que cette condition ne sera pas remplie, toute solution de (3) 


- sera multiforme, ou bien elle admettra tous les points de E,, pour points 


singuliers essentiels. Ce fait se produit notamment pour l'équation de 


Schroeder | 
STRi(2)]= s2/(2). 


Ici E,, se réduit à l'origine et E,, est parlait. Donc cette équation ne 
peut avoir de solution méromorphe ou rationnelle. Une selution uni- 
forme de cette équation doit admettre tout point de E,, pour point essen- 
tiel. C’est ce qui arrive en effet à la solution de cette équation indiquéc 
par M. Keenigs. | 


34. L’illustration la plus simple des considérations précédentes, c’est 
l'étude de la fonction méromorphe de Poincaré correspondant à un 
Ann. Éc. Norm., (3), XXXX. — Mai 1932. 18 
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point double répulsif d’une fraction rationnelle 
f(s3) =R[/(:)]- 


Ici R,=s3, R,=R et f est méromorphe. E,, se réduit à l’origine 
du plan z; par (= f(z) on obtient un point du plan €, c’est le point 
double répulsif de R : il appartient bien à Ex. Ey, devient une partie 

—deE,etpar¢ = /(s)il correspond aux points € de E, tout un ensemble €, 
du plan z, contenant l'origine, et en tout point de €, la famille des f(s") 
cesse d’être normale; en tout point de €, distinct de l’origine, cette 
famille cesse d’être normale, alors que la famille des RŸ —5s"z est 
encore normale; l'explication est que la limite des s”s en un pareil 
point est précisément la constante +, point singulier essentiel 


de f(z). 


35. Ce qu’on vient de dire des cycles répulsifs de R, et R, s’ap- 
plique-t-il encore aux cycles attractifs ou indifférents? Oui, mais il se 


produit alors des simplifications parce que le nombre de ces cycles est 


fin. . 

A cause de G[R{] = Rf”? [G] a tout point d’un cycle attractif.ou 
indifférent de R, correspond un point d’un cycle attractif ou indifférent 
de R,. Inversement, si € appartient à un cycle attractif ou indifférent 
d'ordre n de R, [C= RY(%)], soit Z une racine de G(Z)—&, à sup- 
poser que € ne soit pas valeur exceptionnelle de G, c’est-à-dire ne soit 


pas un point exceptionnel dans l’itération de R,. On aura 
G[RY°(Z)] =o= Ry? (6). 


Donc R{” sera, comme Z, une racine de G(Z) = C. Considérons alors les 

_itérées R}"(2Z), RY" (Z), ... de Z par l’itération de R’”’. Ils ne pourront, 
s'ils sont en nombre infini, avoir pour points limites que les points 
singuliers essentiels de G(Z), puisqu’en tous ces points G(Z) a la 
même valeur ¢; s'ils sont en nombre fini, Z appartient à un cycle deR, 
ou est antécédent d’un tel cycle. | 


Conclusion. — Toute racine de G(Z) = C, où C est un point d’un cycle 


attractif ou indifférent de R,: 1° ou bien appartient à un cycle de R,. 


attractif ou indifférent, ou bien est antécédent d'un tel cycle; 2° ou bien 


| 
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appartient au domaine de convergence vers l’un ou l’autre des deux points 
exceptionnels possibles de l’itération de R,. 


36. Étudions d’une façon plus précise les deux seuls cas où G 
possède des points singuliers essentiels : en ramenant à la forme 
canonique, on aura R,(Z) = Z* ou R,(Z) = polynome en Z. On peut 
toujours supposer l’entier # positif en substituant au besoin à R, et R, 
leurs itérées d'ordre 2. Quelle est alors la structure de €, ? 

Soit Z, un point de €n,; au point C, = G(Z,) la famille des R{?(¢) 
n'est pas normale; done en Z, la famille des G[R{"(Z,)]| ne l’est pas 
non plus. Écartons le cas où Z, ferait partie de E,,; alors Z, appartient 
au domaine de convergence vers 0 ou © Si R,(Z)=Z*, ou au 
domaine de convergence vers » si R,(Z) est polynome. 

Tout point Z, qui posséde un conséquent commun avec Z, sera évi- 
demment tel que la famille des G[R{"(Z)]| cessera d’être normale en Z,. 

Il en résulte d’importantes conséquences et en particulier une limi- 
tation assez précise de la classe des fonctions méromorphes G(Z). 
Étudions d’abord le cas de R, = Z/, nous passerons ensuite au cas 
de R,(Z) = polynome qui n’est guére plus général. 


37. Soit donc R,(Z) =Z* et G(Z) une solution de G(Z*) = R,[G(Z)| 
qui admette o et « comme points singuliers essentiels. 

Soit Z, un point de Es, : les points du plan Z qui ont avec Z, un 
conséquent commun forment un ensemble partout dense sur le 
cercle |Z|—=|Z,|. Tout ce cercle appartient à Cy, dès qu'un de ses 
points lui appartient. cp, se compose d'une infinité de cercles de 
centre O et cet ensemble fermé de cercles est invariant par (Z|Z*) et 
par son inverse. Comme les racines de G(Z) = &, ont o et æ pour 
point limite, les cercles de Cp, admettent o et x pour point limite, 
et comme tout antécédent d’un point de £,, par toute branche de l’in- 
verse de Z! appartient à cx,, les cercles précédents admettent aussi le 
cercle |Z|—=1 pour cercle limite. 

En tout cas, Ey, sera formé d'un ensemble fermé de courbes analy- 
tiques dérivant par ¢ = G(Z) de l’ensemble des cercles précédents. 

Il pourra arriver, Si un de ces cercles passe par un zéro de G’(Z), 
que les courbes analytiques de Ep, présentent des points de rebrousse- 


10 


140 GASTON JULIA. 


ment. G(Z) ne pourra donc être méromorphe si Ep, non superficiel 
possède des continus non analytiques ou est un ensemble parfait par- 
tout discontinu. 

On va montrer que si G(Z) est méromorphe, nécessairement Eg, se 
compose de tout le plan €. à 


38. D'abord, si &,, renferme un cercle isolé, E,, comportera un arc 
analytique isolé et la fraction R,(¢) sera une fraction à cercle ou 
arc de cercle fondamental (‘). Dans ce cas E,, sera identique à une 
circonférence ou un arc de cirçonférence. Par € — G(Z) on aura un 
ensemble ¢,, de cercles qui, en aucun cas, ne pourront s’accumuler au 
voisinage de cercle |[Z|= 1 puisque sur un tel cercle G(Z) est méro- 

morphe. On n'échappe a la contradiction qu'en supposant que l’équa- 
tion ¢, = G(Z), & étant un point de E,,, n’a aucune racine Z, dont le 
module soit 1 et cela n’est possible que si G est rationnelle. Si done 
-G est méromorphe, aucun cercle de &,,n “est isolé. 


39. A partir de maintenant supposons que ¢y,, nulle part superficiel, 
ne contient ancun cercle isolé. Soit Z,(|Z, | > 1) un point n’appartenant 


pas à ¢,,. Il est alors intérieur à une couronne circulaire, limitée par . 


deux cercles de ¢,,, dans laquelle la famille des G[R’”] = G[Z* ] est 
normale. J’appelle 2 cette couronne circulaire, C, et C, les cercles 
limites. Lorsque Z décrit ¢, € = G(Z) décrit un domaine simplement 
ou doublement connexe du plan {, limité par une ou deux courbes 
analytiques appartenant à E,,; soit T ce domaine, I, et I’, les courbes 
limites (qui peuvent être confondues). Dans T la famille des RY [7] 
est normale. Extrayons de cette famille une suite convergente 
RP (TC) (= 1, 2,..., 20). Si cette suite converge vers une fonction 
limite f(C) qui n'est pas une constante ou même si la limite est une 
constante « n “appartenant pas i à E,,, ilest visible qu’à partir d’un cer- 
tain rang, les aires l, conséquentes de [ d’ordre n,, 7,, ..., dans 
l'itération de [¢|R, (t)), coincident. En effet, toutes ces aires 
sont limitées à l’ensemble E,; si la limite considérée n’est pas 
constante, les aires I’, ont à ‘partir d'un, certain rang des points 


spss 


(1) V. Farou, Bull. Soc. math. Fr., 1920, n° 56. 


mangas 
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communs entre elles et avec l'aire qui dérive de IT par (’ = f(¢), et si 
la limite est a n’appartenant pas à E,,, les I’, coincident à partir d'un 
certain rang avec le domaine, délimité par Ej) qui contient «. On 
arrive donc ainsi à une certaine aire I’,, limitée par E,,, qui reste inva- 
riante par une certaine itérée [Z |R!)(Z)] et ses puissances. La fron- 
tière de I’, est constituée par une ou deux courbes analytiques, pou- 

vant, a priori, avoir des points de rebroussement vsoles. | 

Par € = G(Z) il correspond à I, une aire €, du plan Z, limitée par 
deux cercles et dans laquelle les G[Z'"] forment une famille normale. 
Les points de rebroussement de la frontière de I’, correspondent aux 
zéros possibles de G’(Z) sur la frontière de <p. 

Si I, n’est limitée que par une seule courbe, cette courbe ne peut 
être qu’un cercle ou un arc de cercle (*) et R, est une fraction à cercle 

‘ou arc de cercle fondamental. Le raisonnement du n° 38 prouve 
qu’alors G est rationnel. Ce cas est done à écarter. 

Si T, est limitée par deux courbes analytiques, on voit d’abord que 
les points de rebroussement sont impossibles. En effet la frontière 
de €, ne comprend pas de cercle isolé ; soit C’ un cercle de €, suffisam- 
ment voisin du cercle C; frontière de 2, qui passe par a, zéro de G’(Z). 
Il lui correspondra dans le plan de ¢ une courbe I” qui fera un ou plu- 


Fig. 1. 


Plan Z Plan Z=G(Z) 


steurs tours autour de « = G(a) (voir la figure 1), en vertu des pro- 
priétés élémentaires de la représentation conforme autour d’un point 


(1) Cela peut se déduire sans difficulté du théorème énoncé au n° 43 du Mémoire cité 
dans la note précédente. 
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ù G'(a) = 0, I’ appartient à E,, et elle traverserait la partie de I, 
voisine de a, ce qui est contradictoire puisque I, ne contient à son 
intérieur aucun point de E,,. Les cercles C; et C;, frontières de 2, ne 
contiennent donc pas de racine de G’(Z) = 0 et T, n’a pas de pointe; 
ses deux courbes limites T),, T' sont des courbes analytiques et sans point 
double. T, reste invariante par [Z|R®(Z)] et l'on peut supposer, en 
remplaçant au besoin R® par R®’, que chacune des courbes limites 
reste invariante. On peut faire la représentation conforme de F, sur un 
anneau T du plan ¢, limité par deux cercles concentriques T, et T, de 
centre O; à Z et Z, = R°)(Z) correspondent les points ¢ et ¢,, et l’on voit 
aussitôt que ¢, est une fonction de ¢ holomorphe dans l’anneau T et sur 
sa frontiére, par conséquent dans un anneau un peu plus grand que 
l’anneau T. De plus la substitution (¢|2,) laisse invariant l’anneau T. 


La fonction log|4|, harmonique et réguliere dans T, prend la 


valeur zéro sur leg frontières de T, elle est donc identiquement nulle ; 
par suite ¢, = te, 6 étant une constante. 

La représentation conforme Z=¢(t) étant holomorphe dans un 
anneau un peu plus grand que T, il en résulte une contradiction. En 
effet, si 0 est commensurable à 27, tout point t n’aurait qu’un nombre 
fini de conséquents distincts ¢,, tj, ..., ¢,. Il en serait de même dans le 
- plan Z, ce qui est impossible. Et si 0 est incommensurable à 27, les 
conséquents de ¢ seraient partout denses sur le cercle de centre O 
passant par ¢; tout point Z dans I’, et dans un anneau I’, un peu plus 
grand que T, serait tel que ses conseierenta seraient partout denses 
sur une court analytique passant par ce point. Or C, étant un point 
de E,, on peut toujours trouver un point A de E,., assez voisin de C! » pour 
appartenir à l’anneau I’, et qui appartienne à un cycle répulsif de Ry; 
cela tient à ce que, dans E,,, les points des cycles répulsifs de R, sont 
partout denses. Le point A n’a qu’un nombre fini de conséquents dis- 
tincts, ce qui constitue bien la contradiction annoncée. 

En définitive, on vient de démontrer qu’il est impossible ici d’ad- 
mettre l’invariance d’un domaine limité à En lorsque G(Z) est vérita- 
blement méromorphe. 


40. On est donc forcé de supposer que, dans la couronne initiale e © 


PORTE 
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du n° 39, la limite des G,(Z)—G[Z"](i=1,2,..., ©) est une 
constante appartenant à E,,, et de plus, que toutes les wérées de l’aire T 
du plan © par [C|R,(C)| sont deux à deux sans point commun. Ceci 
encore va nous conduire à une impossibilité. | | 
Considérons la suite des itérées d’ordre n; de T dans l’itérauon 
par [¢|R,(C)] : soit I’, ces aires deux à deux sans point commun. On 
peut supposer que ¢ = x n'appartient à aucune de ces itérées en sup- 
posant par exemple qu’il est intérieur à une dés aires antécédentes 
de I’. Les F,, sont alors, frontières comprises, toutes à distance finie. 
Elles sont deux à deux sans point commun, leur superficie tend vers 


Zéro avec = Toute aire y intérieure à l'a des itérées Y,, qui ont pour 
L 5 i d 
limite un point « de E,,. Deux cas sont possibles : 


1° Toutes les F,, sont, comme T, doublement connexes, Traçons 
dans T une courbe fermée A divisant T'en deux aires doublement con- 
nexes : les itérées A,, de A tendront vers «; par conséquent, les 
courbes limites des F,, qui sont intérieures aux courbes A,,, tendent 
aussi vers a. Le voisinage de «, point de E,,, est donc tel qu’il contient 
une infinité de courbes fermées composées d’arcs analytiques et 
appartenant à E,,. Nous verrons plus loin que c’est impossible. 

2° A partir d’un certain rang, les aires T,, sont toutes simplement 
connexes : si l’on prend l'aire y intérieure à I, ses itérées y,, tendent 
vers a. Au point « correspond dans le plan Z un point a à distance 
finie tel que « = G(a). Aux aires I’, vont correspondre dans le plan Z 
des aires contigués à €, c’est-à-dire des couronnes que nous appelle- 
rons €,, et ces couronnes auront pour limite le cercle de Ex, qui passe 
par a. Pour qu'à une couronne €, correspondit une aire T,, simple- 
ment connexe, il faudrait que ©p, contint au moins deux Zéros 
de G/(Z), et par conséquent au voisinage du cercle de £,, passant par a 
il y aurait une infinité de zeros de G/(Z), ce qui est impossible. 

 L’éventualité du 2° est donc impossible. 


40 bis. Reste à prouver qu’au voisinage d’un point de E,, ne 
peuvent s’accumuler une infinité de petites courbes fermées, apparte- 
nant à E,, et composées d'arcs analytiques, conclusion à laquelle nous 
a conduit la première hypothèse. Au point æ correspond en effet un 


10* 
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point a du plan Z, par « == G(a) [x n’est jamais valeur exceptionnelle 
de G, a sera une quelconque des racines de l’équation & = G(a)|] : 
a appartient à £,,. L'ensemble des points de E,, situés dans un petit 
cercle ¢ de centre «, se transforme pour € = G(Z) dans l’ensemble des 
points de ¢,, situés dans une petite aire d simplement connexe entou- 
rant a et inversement. Or, ces points de €,, constituent un énsemble 
d’arcs de cercle, dont aucun n’est isolé, et qui traversent l'aire d d’un 
seul trait au voisinage de a. Si G'(a) 0, il leur correspond dans le 
plan ¢ une infinité d’arcs analytiques traversant l’aire 6 d’un seul trait 
au voisinage de a; si G’(a) =o, il leur correspondra dans le plan des € 
des arcs analytiques qui ne devront pas présenter de point double 
[puisque les aires du plan © correspondant aux couronnes telles que 
les ,, envisagés plus haut, ne doivent contenir aucun point de Ei], 
sauf peut-être l’arc correspondant au cercle passant par a, qui, s’il a 
un point de rebroussement, devra dès lors se composer d’un arc 
simple aboutissant en « et parcouru 2 fois en sens contraire : ces arcs 
devront traverser l'aire à d’un seul trait, sauf peut-être l’arc corres- 
pondant au cercle passant par a auquel pourra correspondre un arc 
simple partant de « pour aboutir au contour de à (voir fig. 2). 


Fig. 2. 


A 


Gia) to . G'ta)=0 


Comme on le voit, l'allure de l’ensemble des points de E,, dans à 
ne peut en aucun cas être compatible avec l'existence d’une infinité de 
petites courbes fermées appartenant à Ej, et tendant vers a. Il est donc 
bien établi que les hypothèses faites conduisent toujours à une con- 
tradiction. Il n'existe donc pas de couronne € où la famille des G[Z*] 
soit normale et par conséquent, si G est méromorphe, l'ensemble Eh, est 
identique à tout le plan %. A titre de vérification, on remarquera que 
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l'exemple formé au n° 18 provient précisément d'une fonction ellip- 
tique p(w) et l'on sait que la fraction rationnelle R, qui exprime le 
théorème de multiplication de p(u) a pour ensemble E,, tout le 
pleat yea... | | 

La conclusion de cette étude est donc que l'équation 


G(Z*)=R,[G(Z)] : 


ne peut avoir de solution méromorphe, avec 0 et pour pointe singuliers 
essentiels, que st l’ensemble Ex, est identique au plan complet C. 


Al. La même conclusion va ressortir de l'étude des solutions méro- 
morphes de l’équation 


G[P(Z)]=R,[G(Z)] (P polynome en Z). 


L'ensemble Ey, des points €, où la famille des R("(€) n’est pas nor- 
male, se traduit par € = G(Z) en un ensemble &,, du plan Z, des 
points où la famille des G[P™(Z)] n’est pas normale. L'ensemble E,, 
des points où la famille des pu (Z) n’est pas normale, est une partie 
de &,.. E est la frontière du domaine ®,, de convergence vers l'infini, 
des itérées P(Z). Ep est tout entier à distance finie. En un point Z,, 
n'appartenant pas à ®, et où la famille des P™ est normale, la famille 
des G[P] l’est aussi, et au point t, = G(Z;), celle des R;° (0) Vest 
aussi. €, Se compose donc uniquement de points intérieurs à ®. et 
de tous les points frontières de @.. 

Mais, si Z, est un point de ¢,,, tout point Z, qui a, avec Z,¢ UN cere 
tain conséquent commun P”(Z, ) = P™(Z,), appartient aussi à ¢,,. Or 
il est facile de voir comment se répartissent ces points Z,. Bottcher a 
en effet prouvé l’existence d'une fonction ®(Z) holomorphe a l'infini, 
c’est-à-dire développable à l'extérieur d’un certain cercle |Z| > R par 


à 3 b, , b 
D(L)=&L+a+ 7 + pates) 


et satisfaisant à l'équation 
@[P(Z)]=[@(Z)}* [AZ degré de P(Z)]- 


(1) Voir par exemple mon Mémoire du Journal de Jordan, 1918, p. 106, note (1). 
Ann. Ee. Norm., (3), XL. — Mat 1923. 19 
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M. Ritt (‘) a le premier étudié la distribution des points Z,, qu'il 
appelle associés d’un point Z, donné, à l’aide de l’équation de Bottcher 
précédente, qui ramène cette étude au cas de l’itération [Z|Z*] en 


posant 
DZ) =, 010 0P(Z)T=U,=U". 


On voit ainsi que, 
tout denses sur la courbe Ait |®(Z)| = Re 1&(Z ) ae passe au 
point Z, et qui, dans le plan Z, correspond au cercle |U| =| U,| du 
plan U. De plus, si | Z,| est assez grand, ®’(Z) #0, et par conséquent 
la courbe précédente | ®(Z) | =| ®(Z,)| n’a aucun point singulier. 

Cela étant, tout point €, de K, correspond à une infinité de racines Z, 
pour lesquelles |Z,|>R, ¢,=G(Z,). Chacun de ces Z, est de é,, et 
entraine avec lui dans €,, toute la courbe analytique |®(Z)| = = |®(Z,)| 
qui passe par ce point (*). Donc la partie de €,, telle que |Z| >R, se 
compose d’un ensemble fermé de courbes analytiques | ®(Z)|= const. 
s'enveloppant mutuellement et tendant vers l’infini. Or €,, est inva- 
riant par [Z|P(Z)], et toutes les branches de [Z| P“"(Z)]. 

De toute courbe de €,, située dans @. se déduisent une infinité 
d’autres qui sont toutes ses antécédentes dans l’itération [Z| P(Z)]. 
Ces antécédentes pourraient présenter des points anguleux si la courbe 
considérée passait par un point critique de P-"(Z). Elles ont pour 
limite la frontière de @. tout entière. En définitive, ¢,, se compose 
d’un ensemble fermé de courbes analytiques pouvant avoir des points 
anguleux isolés, cet ensemble fermé ayant en particulier pour limite E,, 

_ frontière du domaine @.. On va montrer que, si &, ne recouvre pas tout 
le plan, G est nécessairement rationnelle. : 


42. D'abord, si €,, contient une courbe isolée de la famille 
des [®(Z)|= const., E,, comptera un are analytique isolé; ce sera 
done un cercle ou un are de cerele et l'on verra alors, comme au n° 38, 
qu'il est impossible qu’au voisinage d’un point de E, s’accumule une 


et nn Sela. La he th nos peut sees Oo cae À SAS TS 
(1) C. R. Acad. Se, Paris, 4 mars 1918. : 


(*) Voir ma Note sa C. R. Acad. Sc., Paris, du 21 novembre 1921, où les considéra- 
tions précédentes sont exposées pour toute fonction entière. 
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infinité de courbes distinctes appartenant à ¢,,. L'hypothèse actuelle 
entraine donc que G(Z) est rationnelle. 


43. Supposons maintenant qu'aucune courbe de ¢,, ne soit isolée et 


que G(Z) soit vraiment méromorphe. Soient ¢, un point quelconque de 


E,,, Zp une racine suffisamment grande de G(Z) —={, (') pour que en Z, 
et dans son voisinage ®’(Z) #o. La partie de E,, intérieure à un petit 
cercle y de centre ©, devient, par € = G(Z), la partie de &x, intérieure 
à une petite aire simple c entourant Z,. Or, au voisinage de Z,, les 
courbes composant ¢,, sont des courbes analytiques sans. point 
commun deux à deux et qui traverseront d’un trait l’aire c au voisinage 
de , : dans le plan &, la partie de Ej, intérieure à y sera donc formée 
de courbes analytiques sans point commun deux à deux traversant y 
d’un trait au voisinage de (, et une discussion analogue à celle du 
n° 40 bis prouvera que, si G’(Z,) #0, ces courbes sont sans point 
singulier ou double, et si G'(Z,)—0 aucun de ces arcs n'aura de point 
singulier ou double, sauf peut-être l'arc passant par C, qui sera com- 
posé d’un are simple reliant {, au contour de y et parcouru deux 
fois en sens contraire. [Dans la discussion actuelle, les courbes 
|®(Z)| = const. appartenant à ,, jouent le rôle qu’ont joué dans le 


cy 


cas où P(Z) = Z' les cercles appartenant a &,,-] En aucun cas done, la 
partie de E,, intérieure à y ne peut comprendre une infinité de petites : 
courbes fermées distinctes tendant vers C,, ou un arc de courbe non analy- 


tique. 


- 


44. Or considérons la frontière de @., c’est-à-dire E,. Ou bien 
©, est simplement connexe, ou bien son ordre de connexion est 


infini (?). 


Dans le premier cas, E, est un contour d’un seul tenant. Lorsque Z 
décrit E,, (= G(Z) décrit un continu appartenant à En, et si Es n’était 
pas analytique, E,, contiendrait un continu non analytique. E, est 
donc analytique, c'est donc un cercle ou un arc de cercle. P(Z) se 


Me 


(1) Un point bo de Er, n’est jamais valeur exceptionnelle de G(Z). 
(2) Voir mon Mémoire du Journal de Jordan, 1918, n° 46. 
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ramène donc soit à P(Z) = Z*, soit au polynome x(Z) qui exprime 
Z,= + cos pz en fonction de Z = coss. 

Le cas P(Z) = Z' a été déjà étudié. Reste à étudier le cas où 7(Z) 
exprime + cos ps en Z = cosz. En remplaçant au besoin P par P®, on 
peut supposer que P(Z) exprime + cos pz en cosz. E, se réduit alors 
au segment (— 1, +1). La solution @(Z) du problème de Bôttcher, 
c’est alors 


D(Z)= 2 + VP—1=e%, 


iz -iz ePiz + e—pis 
Venere mc : rte Lai P ae 4e 


2 


2 
DZ] =2,+ VAT = er#=[0(Z)p. 


carona 


Les courbes |®(Z)|=const. sont les ellipses homofocales de 
foyers (— 1, +1). ex, est ici composé d’un ensemble fermé d’ellipses 
homofocales, dont aucune n'est isolée, et qui tendent vers (— 1, +1) 
et vers l'infini. En raisonnant sur cet ensemble, absolument comme on 
a raisonné aux n* 39, 40, 40 bis sur les cercles dont se composait 
alors €,,,0n arrivera toujours à la même conclusion : que G(Z) ne peut 
étre vraiment méromorphe qne si E,, et E,, recouvrent tout le plan. 


45. Si la frontière de @. n’est pas d'un seul tenant, c'est que @. 
contient à son intérieur au moins un point critique à distance finie de 
la fonction algébrique PF (Z) inverse de P (Z). Le domaine @, s’en- 
gendre, en effet, à partir de l'extérieur d’une courbe C de Lai 
|P(Z)|= const. suffisamment grande (pour que son itérée C, soit 
extérieure à C) en prenant les antécédentes successives, par toutes 
les branches de P-'(Z), de l'aire infinie extérieure à C; ces antécé- 
dentes sont limitées par les antécédentes C_,, C_,, ... de C, et ce n’est 
que si une C_, laisse à son extérieur un point critique 0 à distance finie 
de P-'(Z) que C_,,, sera composée de plus d'une courbe fermée C'}: 
Alors C.;,,, sera composé d'au moins deux courbes fermées limitant 
deux aires simples extérieures l'une à l’autre (voir SR. dy Oi 
laisse à l'extérieur un point critique 4). Ces deux courbes C_c+4) sont 


eee 


(1) Voir Journal de Jordan mon Mémoire Sur l'itération des fractions rationnelles, 
n° 46. 


<7 


2% 


. 
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intérieures à C_;. C4» comptera au moins 2° courbes simples limi- 
tant des aires extérieures deux à deux et intérieures à C_(..). 
Fig. 3. | 


Cys) comptera au moins 2? courbes fermées limitant des aires 
- simples deux à deux extérieures et toutes intérieures aux courbes 
4 Lo ihess f 
fs Le nombre des points critiques a distance finie de P-'(Z) est au 
& plus & — 1 [# degré de P(Z)]. Donc on peut choisir une suite d’aires 
_ simples limitées par des courbes 0. Ce stisuvess Gas oor Sellen qu’à 
partir d’un certain rang g ces aires laissent tous les points critiques 
de P-' à l'extérieur, chacune contenant la suivante. Cela résulte de ce 
que le nombre des aires [C4] deux à deux extérieures augmente 
indéfiniment avec À. Considérons l’aire finie (C_,); dans cette aire on 
a des branches uniformes de 


PEU(Z), PO(Z), ..., PTP(Z) +> 
qui transforment cette aire en 
C-(9+13 C_(9+2)) owes C_(q+n)s eves 


et par conséquent forment une famille normale dans C.,: une fonction 
limite de cette famille ne peut être qu’une constante, car si l’on trace 
dans l'aire C_, une courbe fermée simple C!, assez voisine du con- 
tour C_,, les antécédentes successives de C’, pour les branches consi- 
dérées des P-”)(Z) viendront, comme les antécédentes du contour C_,, 
s’écraser, pour n =, sur la frontière de ®., ce qui serait impossible 
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si la fonction limite n’était pas constante dans l’anneau (C_,, C',). On 
peut donc trouver une suite d’aires emboitées C_»,, C_p,, +. - parmi les 
C_g+n» ---, dont la limite est une constante a appartenant à l’en- 
semble E, [r ensemble E, est l’ensemble limite des antécédents succes- 
sifs d’un point quelconque du plan (‘}]. Au voisinage de a, &,, com- 
prendrait une infinité de courbes fermées distinctes C_,,, ie he 
tendant vers a; au voisinage de « = G(a), Ey, aurait un aspect ana- 
logue de petites courbes fermées distinctes s ’enveloppant mutuelle- 
ment et tendant vers «, et l’on a vu que cela est impossible à la fin 
du n° 43. | 


46. Toutes les ee possibles ayant été examinées, on con- 

clut que l’équation 
G[P(Z)]=R,[G(Z)] 

ne peut admettre de solution G( Z) meromorphe dans tout le plan, et non 
rationnelle, que si l’ensemble E,, recouvre tout le plan. L'exemple fourni 
au n° 24 satisfait*bien à cette condition puisqu'il résulte d’une fonc- 
tion rationnelle R, exprimant un théorème de multiplication de la 
fonction p(u) de Weierstrass. 


47. Remarque. — L’équation — 
G[R(Z)]=REG(Z)],_ 


ou R est rationnelle [R,=R,—R], ne peut admettre de solution 
‘méromorphe qui ne soit rationnelle, car une solution méromorphe ne 
peut exister que si R, = R est un polynome ou bien Z*, et dans ce cas 
R, = R admet un ensemble E,, qui n’est pas superficiel. 

Toute solution uniforme de 


G[R]=R(G] 
sera donc rationnelle ou bien admettra tous les points de E, pour 
points singuliers essentiels. 
ON SE SI I SR SR EAN NIET SRE 
(:) Journal de Jordan, 1918, n° 27 et suivants, et n° 44 et suivants. 
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LA THÉORIE DES MARÉES 


ET 


LES ÉQUATIONS INTÉGRALES 


Par M. L’ABBÉ Gaston BERTRAND. 


L’équation des marées est l’une des plus intéressantes de la Physique 
mathématique. 

Elle est du type elliptique. 

Certains de ses coefficients deviennent infinis à la latitude critique. 

Traitée par la méthode de Fredholm, elle introduit des intégrales 
dont on ne doit prendre que la valeur principale au sens de Cauchy. 

Dans le cas de la nature où l'Océan est limité en partie par des 
plages, l'équation intégrale des marées est une équation de troisième 
espèce. 

Voila de nombreux titres à l'attention des analystes. 

Rappelons brièvement comment cette équation a été introduite dans 
la Science. : 

Képler (1571-1630) admettait que, sur la Terre, l’eau a une tendance 
à se mouvoir vers le Soleil et vers la Lune. Mais il ne chercha pas à 
traduire cette idée en formules pour là soumettre au contrôle du 
calcul. 

Galilée (1564-1642) regrettait qu'un homme aussi avisé que Képler 
ait soutenu une théorie qui ressuscitait les forces occultes. Quant à lui, 
il expliquait les marées par la rotation de la Terre, et voyait dans les 
mouvements périodiques de la mer une preuve importante du système 
de Copernic. 
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Newton dans ses « Principes », parus en 1687, établit sur des bases 
solides les fondements de toutes les découvertes ultérieures. Et, en 
effet, la théorie dynamique des marées est l’une des confirmations les 
plus impressionnantes de la loi classique de la gravitation universelle. 

En 1738, l'Académie des Sciences de Paris proposa, comme sujet de 
prix, la théorie des marées. Quatre auteurs furent couronnés : Daniel 
Bernoulli, Euler, Maclaurin et Cavalleri. Les trois premiers adoptèrent 
les idées de Newton dans toute leur extension. C’est dans le sens de 
Bernoulli que s’est faite la marche des idées, les Mémoires d’Euler et 
de Maclaurin étant plutôt des développements mathématiques. Quant 
au P. Cavalleri, il basait son étude sur les propriétés des tourbillons. 

Enfin Laplace vint. 11 prend le sujet en mains vers 1774. Le premier, 
il reconnait pleinement la difficulté du problème. Dans sôn Traité de Mé- 
canique céleste, il montre que la rotation de la Terre est l’un des facteurs 
essentiels de la production des marées. En quelques pages d’une rare 
élégance, il établit l'équation des marées dans sa forme définitive, il 
en déduit d'importants théorèmes généraux, et, dans certains cas 
particuliers, il l’intégre à l’aide des belles fonctions qui portent son 
nom. 

L'école anglaise s’appliqua surtout à prédire pratiquement les 
marées et à perfectionner l'analyse harmonique. M. Hough, astronome 
à l'Observatoire du Cap, reprit en 1897-1898 la méthode théorique de 
Laplace et l’appliqua à une mer de profondeur constante qui recouvri- 
rait tout le globe. Poussant les calculs jusqu'aux applications numé- 
riques, il a découvert plusieurs faits inattendus, notamment l'existence 
de deux sortes de marées statiques. 

En 1896, dans deux articles parus au Journal de Mathématiques pures 
el appliquées, H. Poincaré envisagea le cas de la distribution réelle des 
mers et des continents. Il mit en œuvre ses méthodes générales pour 
étudier les équations de la Physique mathématique et en fit une 
heureuse application au problème de l'équilibre et du mouvement des 
mers. 

Dans son Cours de 1908-1909, il reprit la question. Fredholm avait 
forgé une arme puissante; Poincaré la mania avec maitrise, il mit les 
difficultés en évidence et fit sortir de l’ombre bien des points obscurs. 

C’est l’origine du Tome III de ses Leçons de Mécanique céleste. Pionnier 
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hardi, chercheur intrépide, il traça dans un domaine vierge de vastes 
percées, laissant à ses disciples le soin de continuer et de parfaire son 
œuvre. 

. L'un d’eux, A. Blondel (Thëése, 1912) appliqua la méthode de 
Poincaré à l’étude des marées de la mer Rouge. Par de laborieux 
calculs, il détermina les ondes théoriques les plus importantes. Chose 
étrange ! ces ondes théoriques n’offrent qu’une lointaine ressemblance 
avec les ondes réelles que l’analyse harmonique permet de dédüire des 
observations. à 

Récemment, M. Jager (Thése, 1916) s’attacha plus spécialement aux 
marées d’un bassin aux parois verticales et il ramena la solution à la 
recherche d’une fonction de Green particulière. Poincaré avait trans- 
formé la question générale en un problème de calcul des variations. 

En se plaçant dans un cas spécial, M. Jager démontra l'existence de la 
« fonction minimisante » par une application très intéressante de la 
méthode de Ritz. À 


Ce travail comprend quatre Chapitres. 

Le Chapitre I est consacré à la mise en équation du problème des, 
marées. La question est reprise dès le début. Ainsi sont mises succes- 
sivement en relief les nombreuses hypothèses qu'il faut faire avant 
d'arriver aux équations de Laplace. Les latitudes critiques, si génantes, 
. semblaient avoir une origine mystérieuse. On voit nettement comment 
elles s’introduisent, et comment on pourrait les éviter par une modifi- 
cation légère des équations. 

Le Chapitre IT traite des marées statiques ordinaires. On y voit que 
ces marées dépendent d’une équation intégrale remarquablement 
simple. Cette équation est facile à étudier à l’aide des méthodes 
aujourd’hui classiques résultant des travaux de M. Picard ('). Dans le : 
‘cas de la réalité, elle est toujours résoluble quelle que soit la forme 
des continents. La même méthode réussit pour l’une des équations des 
marées dynamiques, ce qui permet, dans la suite, de tenir compte de 
sh sunliino 25) sed 224 ee DR 


(*) E. Picano, Sur la solution du problème généralisé de Dirichlet relatif à une équation 
linéaire du type elliptique au moyen de l'équation de Fredholm (Annales de l'École 
Normale supérieure, 1906), et Sur quelques applications de l'équation fonctionnelle de 
M. Fredholm (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1906). 


Ann, Ec. Norm., (3), XL. — Mar 1923. 20 


134 GASTON BERTRAND. 


l'attraction du bourrelet liquide, produit à la surface des mers par la 
‘marée elle-même (*). 

Le Chapitre III est en grande partie une étude de certaines équations . 
intégrales singulières. La condition aux limites du problème des 
marées contient non seulement la dérivée normale, mais encore la 
dérivée tangentielle de la fonction cherchée. Si donc l'on met celle-ci 
sous la forme d’un potentiel de simple couche, on introduira la dérivée 
tangentielle d’un tel potentiel. Or, cette dérivée s'exprime par une 
intégrale, dont on ne doit garder que la valeur principale au sens de 
Cauchy. . 

La théorie de ces équations intégrales singuliéres a été ébauchée par 
Poincaré. Elle a été, ici, précisée, complétée et appliquée a l’étude 
des marées qui se produisent dans un bassin limité par des falaises 
verticales (?). 

Le Chapitre IV, d’un genre tout différent, ramène la résolution du 
problème des marées à la variation d’une intégrale double. L'intégrale , 
donnée par Poincaré contient des termes qui deviennent infinis aux 
latitudes critiques. On a pu s'affranchir de cette difficulté et préparer 
ainsi un emploi plus aisé de la méthode de Ritz. 


CHAPITRE I, 


L’EQUATION GENERALE DES MARÉES. 


1. Dérinirion pes martes. — Les marées sont des oscillations pério- 
diques de la surface de la mer de part et d’autre de sa figure d'équilibre, 
sous l'influence de petites forces perturbatrices, elles aussi périodiques 
et dérivées de l'attraction de la Lune et du Soleil. 

Dans une première approximation, l’étude des marées revient donc 
à celle des petites oscillations d’un fluide parfait pesant dans un 
bassin animé d’une rotation uniforme. 

Dès lors, ces oscillations seront déterminées par les équations de 
l’hydrodynamique des fluides parfaits. 
lie mb nn À, ue on un ie sur 60 AS 

(1) G. BERTRAND, Comptes rendus Acad. Sc., 27 décembre 1921. 
(?) G. BeRTRAND, Jbidem, 13 juin 1921, 
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2. Equations pe L'Hypropvnamique. — Soient X, Y, Z trois axes abso- 
lument fixes et une masse fluide de densité p(X, Y, Z) contenue dans 
un vase ouvert. J’envisage dans ce fluide, à l’instant z, un élément de 
volume dz de masse pdt. Cette masse pdt est soumise à un certain 
nombre de forces extérieures dont la résultante générale a pour pro- 


jections 
Fxpdt, Fypdr, Fipdr. 


D'autre part, chaque élément do de sa surface subit de la part du fluide 
environnant une pression normale 
P(X, Y, Z, £) do. 


Sous cette double action, pdt prend une accélération absolue J, ayant 


pour composantes 
Jx, Jy, Jz, 


et l’on a les trois équations fondamentales 


LFP. 
Jy= Fy— - oF, 
pa D 
Choix des unités. — Unité de masse. Dans tout ce qui suit, la 


densité de l’eau de mer sera supposée constante et prise pour unité 
9 = 1. Cela revient à faire un choix convenable de l’unité de masse. 
Unité de longueur. Le rayon de la Terre considérée comme sphérique. 
Unité de force. Choisie de manière que le coefficient de l'attraction 
newtonienne soit égal à 1. 
Les équations fondamentales s’écrivent alors 


0 

Jx = Fx — a 
0 

is) | y= Fy— 5 
d 

Jz = F3 — a 


14 
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Conditions aux limites. — Elles sont de deux sortes. 

Le long de la paroi, le déplacement de la molécule doit se faire tan- 
gentiellement. 

A la surface libre de la mer, la pression doit être égale à la pression 
atmosphérique qu'on peut ici regarder comme une constante absolue C. 


3. PREMIER SYSTÈME D’AXES MOBILES. — Je prends un système d’axes 
x, y, 3 parallèles aux premiers, mais dont l'origine coincide avec le 
centre de gravité de la Terre, point qui a pour coordonnées &, n, ¢; d’où 
les relations 

X=t+2, Y=nun+y, LC 


Les forces agissantes, c'est-à-dire les forces terrestres de pesanteur 
et les forces célestes d'attraction ont les mêmes composantes sur les 
axes fixes ou mobiles. 

Nous regarderons la pression p(X, Y, Z, t) comme indépendante de 
la position du centre de gravité de la Terre, ce sera une fonction 

p(æx, y, 3, t) du point xy3. 

Les équations fondamentales Révtonivelt 


Ox 
J,+Jy= Fy— 5 
SAS M 


Je, In» Je désignant l'accélération absolue du centre de gravité de la 
Terre, et J,, J,, J, l'accélération de la molécule liquide par rapport aux 
axes æ, y, 5. 

Les forces terrestres qui agissent enw, y, 5 dérivent du potentiel 
IT(x, y, 3, t) créé en ce point par la masse totale actuelle de la Terre 
déformée par la marée elle-même, d'où les composantes 


ON oN I 


Les forces célestes émanent de toutes les particules matérielles de 


ee CR ee ee 
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l'Univers extérieures à la Terre et dérivent du potentiel 


p=YÉ, 
d'où les équations 
| oie +, 
+= + D — oe 
tha SS. 


4. Ev|MINATION DU CENTRE DE GRAVITE DE LA TERRE. — Dans les équations 
précédentes, Jz, J,, I sont les composantes de l’accélération absolue du 
centre de gravité de la Terre, et ce centre de gravité se meut comme si 
toutes les forces extérieures y étaient transportées. 

Mais, d’après un théorème célébre de la Mécanique céleste, à cause 
du grand éloignement des astres et de la presque sphéricité de la 
Terre, le mouvement du centre de gravité de celle-ci se fait comme si 
la masse totale du globe y était condensée. Ce centre de gravité 
ayant pour coordonnées 0, 0, 0, les composantes de la force qui y agit 
sur la masse unité sont 


(82), (FB) (52) 
ox), \Oy + 0s) 6 


Or, le potentiel P est une. fonction de x, y, 3 développable en série 


entiere 
P=—A+Ba+Cy+Ds+E2*+.... 


Je pose 
P,=A+Br+Cy+Ds. 


Ona évidemment 
dR PC (EE) Al) a 
(SE). = ae" OF Jem dy” ds 057 


ce qui donne pour le mouvement absolu du centre de gravité » 
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et les équations précédentes s’écrivent 


£29 

= Ox 

9Q 

(2) hide ok 
_ 2Q 

J. — dd 


En posant | 
Q=N+(P—P,) —p. 


On s’est ainsi affranchi du système d’axes fixes, et l’on voit qu'on n’a 
pas à tenir compte de la force centrifuge due au mouvement orbital, à 
condition de ne considérer dans le développement du potentiel que les 
termes en x, y, 3 de degré au moins égal à 2. 

5. SYSTÈME D’AXES TOURNANTS. — Je suppose la Terre en rotation uni- 
forme de vitesse angulairé w autour d’un axe de direction fixe. Ce sera 
l’axe Oz précédent. Je prends maintenant un systéme d’axes tournants 
Ox, y,3,. Os, coincide avec Oz. Quant a Ox, et Oy, ils passent par 
deux points fixes de l’équateur. 

Les formules de passage sont 


T = Ty CoSwt— y, Sin w£, y= coswt+ysinwl, 
J = mi sinwt+ y; coswé, Ji=— rsinwl+ycoswt. 


Les variables employées étant celles de Lagrange, les composantes 
de J dans les axes non tournants sont 


dz d'y dts 
G4 TNT LS 


et dans les axes tournants 


m'htutins et itts. /tn 


. + RE LR HAL 0Q . dQ 
= ger CO ga Sinot— Des UD aa? 
dr. d? 0Q . dQ 0 
1, 8e nbe 0 uh louts #0 0 20 
À ge Sin OE + = coswe Je sin sine are 
J 93 _0Q 
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Or 

Ox Ox, ve dy: : 

ez ot sin wf—w27r, Sin © — 6 ÿ1 COS, 

BY OF, 2s Oy; 

ne —_— SiN LAS t Cer rea . 

FT FT sin wé + dt coswt!+ ar, cosal—wy,sin wl; 
dx. dx à 0? Ox 
a = (Se — 20% = wt a,)eosot— (Gate res sy) sin wé, 
0? dx dy : 0? Ox 
t= (haat nar (Sonate) oma 


D'où en portant dans J,,, J,, les équations 


| dx; dr: 


AR 

‘ CEA Ox, A: 

(3) Tor TI ue 77 
CEA _ 90 
00 £05, 


| La première colonne correspond à l’accélération relative, la deuxième 
a l'accélération de Coriolis, la troisième à l'accélération centrifuge 
ordinaire. 

On peut faire entrer ces derniers termes dans les seconds membres, 


2 
car ils dérivent du potentiel — (F9) et l’on obtient ainsi les 


équations 
Ox, Oy, __ on 
| dE dt Oy 
| y: dz, __ OR 
(4) De à ee Mey, 
| 0? 5, _ oR 
| Oe Lo, 
Avec 


2 52 
R=N+ + (P— Pi) — ps 


où à désigne la distance de la molécule liquide à l’axe de rotation de 
la Terre. 


G. INTRODUCTION DES DÉPLACEMENTS U, #, + — Je fais un changement 
de notations. J’appelle æ, y, 3 les coordonnées de la molécule dans sa 
11% 
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position d'équilibre par rapport à la croûte terrestre, et u, v, w les 
composantes de son déplacement actuel, de sorte que l'on a 


LT =X+uU, N=Y +"; Sot. 
Quant à la fonction R, elle s’écrit 
R( 21, 71,41) =R(e@+u, y +o, 2+) Z 
oR oR oR 


=R(z,y, 2) tug hs ayes an tet 


Dans le cas des marées, u, 9, w sont petits et, à la suite de Laplace, on 


peut écrire 
- R( 2, Yn 41) = R(z, y, 5), 


et les équations deviennent — 


| du de oR 


a. ae oe 

av du oR 

(5) ae : Oe 7° OE = dy’ 
fow ah, 

| oe ~ Of 


Remarque. — Cette simplification a d'importantes conséquences, notam- 
ment en ce qui concerne la latitude critique. | 


7. ÉQUATIONS EN COORDONNÉES SPHÉRIQUES. — Je prends comme coor- 
données de la molécule‘M sa colatitude 6, sa longitude dans le sens 
direct ), son rayon vecteur r qui, sur la sphère est égal à 1,7 


z=orsinOcos}, y —=rsinôsin, s=rcos0; 


u, v, w désignant les composantes du déplacement sur les axes æ, Vs Zs 
je désigne par U, V, W les composantes du même déplacement sur le 


méridien, sur le parallèle, sur le rayon vecteur. Cela étant, on établit 
aisément les formules suivantes : 


U—  ucosô cosŸ +» cos sind — w sin 8, 
V = — u sin d + cosy, 
W= usin @cos) + v sin 0 sind + w cos0, 


Ucos0 + W sin 0 = u cos + v sinŸ. 


Se 


eee 
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Puis 
2 = À cos6 cos) + Sy cososin d — sin 6, 
oT =— SE sin 9 sin db + sy sin 8 cosy, 
“ = of sin 9 cosy + . sin 9sin y+ cos 9. 


Fig. 1. 


et formons les combinaisons qui débutent par 


eu av dW, 
OH 10e, dF? 


nous obtenons ainsi les équations des marées en coordonnées sphé- 


Ann, Ec, Norm., (3), XL. — Juin 1923. 21 


162 _ GASTON BERTRAND. 

riques 
0? 9 oV OR 
Ott ae aan 
arV au _ dW OR 
re + 20 COS 9 Py + 2 sing = at 
Lo 2 sing 9V — OR, 
OH © dt or 

8. La PROFONDEUR DE LA MER EST INFINIMENT PETITE. — On a le droit de 


faire cette hypothèse, parce que la.profondeur de la mer est très petite 
par rapport à la longueur d’onde d’une ondulation de marée. En effet, 
la profondeur moyenne de la mer est d'environ 5*, tandis que la lon- 
gueur d’une onde marée est comparable aux dimensions mêmes des 
bassins océaniques. 

Je me place au point x, y, = et j'y mène trois axes rectangulaires, 
l'axe des s étant le rayon vecteur de sorte que le déplacement w se 
confond avec W. - 

Si A(9, 4) désigne la profondeur de la mer au point 6, 4, l’équation 
du fond de la mer est, au voisinage de Oz, 


s=—h(z, y) 
et A est une quantité très petite. 
S'il n’y a pas de pentes abruptes, sa et sont elles-mémes des quan- 


tités du méme ordre de petitesse. 
Au fond de la mer, le déplacement se fait tangentiellement à la paroi, 


on a donc 


pu 08 ES 
Ox: ays” 


Par suite, au fond de la mer, « est une quantité infiniment petite du 
second ordre; appelons-la 49. 
Sur l’axe des s 


w= (0, 0, 4) = w(0, 0, —h+ s+h) 


= w(0, 0h) + (34h) 2 +.. 


= Wo (2+ A) Faces 
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ow ” h : F : : ae ; 
9; ets +A étant des infiniment petits du premier ordre, il s’ensuit 

que, tout le long de Oz, le déplacement w est négligeable, et qu'il en 


2 ow Ow 
est d = al soll 
e méme de a et de on 


Grace à cette hypothèse, on obtient les équations définitives de 
Laplace : 


au — ME TU — oR 

(6) ot? dt 00 
a7V dU oR 
ge + 2000800 = Sind Op 


9. CONDITION A LA SURFACE LIBRE. — On a vu plus haut que la condi- 
tion à la surface libre s’écrit tout simplement 


p= G. 
On a donc a la surface libre 


2 42 
R=U+ + (P—Pe)—C 


R n’intervenant que par ses dérivées, on peut faire C =o, ce qui 
donne à la surface libre 


& 20? 


R= + + (P — Po). 


Envisageons la surface libre d'équilibre et sur cette surface libre la 
molécule liquide x, y, 3; du fait de.la marée, cette molécule subit un 
déplacement u, 9, #, et elle prend la position æ+u, y +9, 5 +4, 
située sur la surface libre actuelle. Or 

on on on 
R(z+u,y+v,3+w)=R(x, y, sus +6 dy HAE +... 


de sorte qu’en première approximation on peut prendre 
R(æ+u,y+s,3+w)=R(z, y, 5). 
Et de même pour P — P,. 


. Là iS 292 . . 
Reste à évaluer le potentiel IT + “= et sa valeur a la surface libre. 


II est le potentiel au point x+u,y +e, 5 + de toute la masse 
terrestre actuelle, masse qui peut se décomposer en deux. 
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La masse terrestre limitée par la surface d'équilibre = et qui produit 
un potentiel II’. 

La masse du bourrelet liquide, tantôt positif, tantôt négatif, qui 
produit un potentiel Il”. 

Posons | 


252 


Gest le potentiel dû à l'attraction de la partie invariable limitée par la 
surface libre d'équilibre 2, augmenté du potentiel du à la force centri- 


fuge; c’est donc le potentiel qui engendre la pesanteur. Dès lors, soit 
G, la valeur de G sur la surface libre d'équilibre, c’est une constante 
sur cette surface. Pour la molécule considérée, l'accroissement in féni- 
ment petit d'altitude est W; on a donc 


G=G,—gW, 


g désignant l’intensité de la pesanteur qui sera supposée constante. 

Quant à II’, on peut le regarder comme le potentiel au point en 
question d’une simple couche liquide, de densité W, répandue sur 
toute la surface libre d'équilibre = 


W'do' 
, 


(e+ uy+es+m)=f 
x 


en désignant par r la distance de l'élément do’ au point «+ u, y +9, 


5 +w; et comme précédemment on peut écrire 


"(x +a, y + b s+w)=Il'(z, y, 8), 
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ce qui donne en coordonnées sphériques 


re 


Rassemblant tous ces résultats a faisant abstraction de la constante G,, 


on obtient 
R=— gW ++ (P — Pi). 


Au lieu de W, introduisons avec Poincaré la dénivellation C, nous 
trouvons, puisque € = — W, 


R= g¢+Il"+ (P— Py) 


mona (LA 


10. Conprrion au son. — Au point 6, 4, la profondeur de la mer est 
donnée par la fonction 


avec 


Rh(9, v). 


1. Si la mer est limitée par une falaise verticale, le déplacement de 
la molécule liquide doit se faire tangentiellement à cette falaise. 

Soit donc ds un élément horizontal de la falaise, ses composantes 
sur le méridien et sur le parallèle sont 


dé, sin0 d}. 


Le vecteur U, V doit être parallèle au vecteur ds, d'où la condition au 
bord 


V dd — U sin6 dy =o. 
IL. Si la mer est limitée par une plage, Vé équation du bord est 
h(9, ¥)=09, 


et la condition précédente est inapplicable. 


111. Condition générale. — On voit qu’en combinant les deux rela- 
tions précédentes on a constamment au bord 


hV d9 — AU sin 0 dY =o. 
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11. ÉQUATION DE CONTINUITE EN COORDONNÉES SPHÉRIQUES. — Sur la 

: Me Métibe Sn © 

surface d'équilibre du bassin océanique de profondeur 4(6, )), j'envi 
sage une courbe quelconque C et le cone ayant pour sommet le centre 


Fig. 3. 


de la sphère et pour directrice la courbe C; puis j'évalue de deux 
manières l'accroissement AM que la marée fait subir au volume d’eau 
contenu dans ce petit cône. a2 
D’une part, AM est égal a la quantité d’eau qui pénètre par la sur- 
face latérale du cône. : 
L'élément ds de sa directrice a pour projections 


dé, sin0 d}; 
poussé par la marée, il subit un déplacement qui a pour composantes 
U, V. | 
La quantité de liquide qui entre par ds est donc 
V dé — Usin6 dy; 
celle qui entre par le rectangle de base ds et de hauteur A est par con- 
sequent 


h\ d9 — hU sind dy, 


et celle qui entre par toute la surface latérale du cône 


AM = f AV d5— AV sin dy. 
Cc 


D'autre part, du fait de la marée, l'élément de surface de base do est 
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dénivelé de Z, et le cône subit un accroissement de volume 


au= ff Sao. 


Si l’on suppose sphérique la surface d'équilibre 


do —=sin 06 dô dy, 
on obtient l’égalité 


[avai nu sinady=— f fe sin6 d6 ay; 
Cc Ss 


transformée par la formule de Green, elle devient 


{fest - Sa Me) di ay=— [ [ x sine dd, 


Cela devant avoir lieu quelle que soit la courbe C entraîne 


rome 2AUSINE | AV, 
ar | db 
C’est l’équation de continuité. 


12. EQUATIONS DES MARÉES EN, COORDONNÉES SPHÉRIQUES. — En résumé, 
il y a quatre fonctions à déterminer 


U,V, Spek. 


Ces fonctions sont régies par les équations suivantes : 


Equations indéfintes : 
\ 


dU PE ass on 

pr Pie of 00 

a 20 ey (lei ee 
Gr OOS TE sino 0) 
d.AUsing | 0.AV 
ead ay” 
R=g¢+I'+(P—P), 


(7) ? Csind = 
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Condition au bord de la mer 


hV d6—AUsinOdy=o. 


Ce sont les équations données par Laplace au Tome II de la Méca- 
nique celeste. 


13. ÉQUATIONS DES MARÉES SUR UNE CARTE GÉOGRAPHIQUE. — En coor- 
données sphériques, colatitude 0 et longitude +, le ds? de la sphère a 
pour expression 

ds? — d@? + sin? 0 dy; 
je fais du bassin océanique une représentation conforme en posant 
ea 2( 6, v), or am x, v), 


les fonctions æ et y étant choisies de manière à donner au ds? la 
forme 
= (de + dy?) ; 
d’où 
dx? + dy? = k*(d6* + sin?6 di’), 
k est le rapport de similitude. Si je considère un petit vecteur MM, sur 


la sphère, son image sur la carte a pour longueur 4MM.,. 
Cela étant posé, on a trouvé sur la sphère 


Cu 2@ CO pv aR 

oe ot 00° 
dV dU OR | 
Ol 7 pal ct | 2 sind dy" 


Je choisis d’abord un système d’axes wy tels que les parallèles 
à Ow soient les images des méridiens et les parallèles à Oy les images 
des parallèles de la sphère. J’ai alors 


à dx = k dé, dy = ksin0 dy; 
d’où les équations 


d OV __,0R 
PTE a0 6080 = À 
0? oU__,OR 
oF tO ee: 


eee 


a 


ee 
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Pour en déduire les équations par rapport à des axes quelconques, 
je n’ai qu’à faire subir une rotation aux précédents, ce qui donne, en 
désignant par w’ et ¢’ les composantes sur ces nouveaux axes du dépla- 
cement de la molécule liquide, 


CA L'ART PTE p' — oR 
oe k otk ox’ 
al FEAT a os ob 
où k ot k in ey 


et en introduisant les pseudo-déplacements u, 9, définis par les relations 


‘3 u! ee y' 
— rh a * ay 
on obtient 
seh ES RO wi 
ot? dt Ox 
ae +20 cos 9 Bis 
oe ot dy 


De de continuité. — Je reprends le petit cône Le n° 11. 
Soit le ds sur la carte, sur la sphère il lui correspond © — et la quan- 


tité d’eau qui rentre dans le petit rectangle de base ds et "i hauteur À 


‘est 
he! 3 hu! 


RUE Mn nouer 
Soit le do sur la carte, sur la sphère il lui correspond be d’où 
l'accroissement de volume dû à la marée 


6 dx dy 
aaa ME 


Ce qui donne pour tout le cône l'équation 


fe dx — hu dy=—f [" 
c Js 
—[f Ger hu aire oe) de wdy=— | [ tae 
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ou encore 
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trement dit, 
du i d.hu d.he 


dy 


Potentiel du bourrelet. — Sur la sphère c’est 
” Rad. £(8", y') do' 4 
Il (8, p=—f F6; Ÿ; G7, WV’) 
sur la carte c’est donc | 
W'(2, y)=— ff Ss ) dx! dy 


k?r 
en désignant toujours par r la distance réelle des deux points de la 
, . 
sphère qui ont pour image x, y et x’, y’. 
En résumé, voici les équations des marées sur la carte géographique : 


fe 2 Cp ios 
(rt rh 
a 2 cmp ae 
F hg: Ot” dy’ 
(8) CO hui’ dshe 


RB Oe? dy.’ 
R=g¢+Il'+(P—P,), 


t! dx! dy! 
LE A 
IL as, {5 à ki? r 
avec la condition au bord 


hu dy — hs dx = 0. 


14. EXPRESSION DU POTENTIEL PERTURBATEUR P — P,. — Les astres trou- 
blants sont la Lune et le Soleil. Pour la Lune de masse &, ona 


P= 


» 


“FE 


r représentant ici la distance du centre de gravité L de la Lune à la 
molécule liquide considérée M. 


Soient donc O le centre de la Terre; M la molécule liquide qui a pour 


coordonnées 4, 4; OM sa verticale vers le zénith: p = OL la distance 


| 
| 
| 
| 
f 
| 


nb dt 


ch 
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géocentrique de la Lune; r la distance ML; 9 l’angle MOL, ona 


ri= p°— 2p C0SP +1; 


Fig. 4 
L 
7 
à 
e 

M 

me 

0 
d’où, comme il est bien connu, 
a Posy Poy hese 3 cos*9 —1 
ae: p° 2p° 


Il faut y introduire les coordonnées 9, } du point M. 


2 Fig. 5. 
Z 


Figurons le pole P, le zenith Z de la molécule liquide, la Lune L; 
ZL c’est l’angle 9 précédent, ZP c'est la colatitude 8 de la molécule. 
Soient, d'autre part, la distance polaire & et l'angle horaire y de la 
Lune. Dans le triangle sphérique PZL, on a 


coso = cos® cos + sinPsinÿ cosy. 


Figurons maintenant l'équateur céleste, le point vernal F'; le cercle 
12 
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horaire de la Lune PLP’; le méridien origine PGP’; le méridien de la 
molécule PMP’; on a évidemment 


TL+LM=TG + GM, 


Fig. 6. * 


P’ 


Æ étant ascension droite de la Lune, et Ÿ la longitude de M comptée 
positivement dans le sens direct, ce qui donne 


y =b+ wi— MR, 
cose = cos" cos 9 + sin®sin§cos(y + wt — R) 
= cosfcos9 + sin®sin§coscos (wé—ÆR)—sin® sin§sing sin(»t—A). 


Et comme l’on a 


a x — sind cos, y =siné@ sing, 3 = cos6, 
il vient 


Cosg = s cos? + x sin € cos(wé— R) — y sinPsin(wt— AR). 


D'où il suit que ; + er constituent P, (voir n° 4, p. 7). 


Hits Pac ! À 
Donc si l'on néglige les termes en 5? ON a, pour la Lune, 


20 — 
PoP scone 1 
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et, en y remplaçant cos? par sa valeur, 


Sue : 
P—Po= ek TT IS a 
3p. : | 
de qe Haale cos (as et 
p 3cos?6—1 3cos?® —1 
+ £ == ——___, 


p 2 2 


P — P, est donc une fonction sphérique du second ordre en 9, ¥. 
Dans cette expression, p, COS P, sin®, cos, sin A sont des fonc- 
tions périodiques de ¢, mais à périodes lentes si on les compare à w, 
de sorte que le potentiel perturbateur de la Lune et du Soleil peut 
s’écrire 
P—P,— sin? 0e ZA, f+" + sin? betes Ae Core 


+ sin20eŸ ZA,eilw+vt + sin Det SA letter 


Dee 
3cos?0 —1 SA’ ei. 


+ sorte TT SAGE + =r 

Les A etles v sont des nombres déterminés par la Mécanique céleste, 
les v étant petits par rapport à ©. 

La première ligne de P — P, comprend des termes dont la période 
est voisine de 12 heures, elle engendre les marées semi-diurnes. 

La deuxiéme ligne comprend des termes dont la période est voisine 
de 24 heures, elle engendre les marées diurnes. 

La troisième ligne engendre tes marées à longues périodes. 

Marées semi-diurnes, marées diurnes, marées à longues périodes 
constituent les marées dynamiques, ainsi appelées par opposition aux 
marées statiques, lesquelles seraient produites par les termes du 
potentiel dont la période serait supposée infiniment longue. 

En résumé, le potentiel perturbateur qui produit les marées est une 


somme de termes de la forme 
AY:(0, ) e™, 


Y, étant l’une des cing fonctions 


9 29 — 
e À) à ay, Fi x] Du Et 2 COS I 
sin? et, sin?@e, sinade, neste, 
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et « une quantité réelle liée à la période T de ce terme par la relation 


2T 
T = —. 
a 


Les équathons des marées étant linéaires, il suffit de considérer sépa- 
rément chaque composante du potentiel et de chercher l’oscillation du 
bassin océanique qui en est la conséquence. Pour la commodité des 
notations, le potentiel a été décomposé en termes complexes. A chacun 
de ces termes correspondra ce qu’on a appelé une oscillation contrainte 
isochrone complexe. Les fonctions cherchées se présenteront donc sous 
forme de quantités complexes, dont les parties réelles et les parties 
imaginaires seront utilisées à la manière habituelle pour constituer les 
sulatione physiques du probléme. 


15. ÉQUATIONS b’UNE OSCILLATION CONTRAINTE ISOCHRONE COMPLEXE. — Dans 
le potentiel, je considére la composante 
F(8, p) ela 


et je cherche les solutions qui ont la méme période. Pour cela, je 
poserai que chaque fonction y est de la forme 


L= xe! 
I. Coordonnées sphériques. — Je pose 
lie, d'où a =tal, ef, nate =— a0, efaf: 
OS AE oe ae : V : 
Be kas d'où Or = ia Vi eat, Ja at, elms 
cat 1€ Le 
C=C, efat 


et les équations (7) s’écrivent en supprimant e’*, l'indice et en 
posant 
Kato, 
! 


13, eon do 
— al —2twVcos8#=—a—, 


00 
do 
(9) aV + atwU cos§ = a — sin Ov’ 
. ,  O.AU sin@. - i 
Se retire 
= so + Il’ + F(4, 4) 
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avec la condition au bord 


AV dO —hU sin6dÿ = o. 


Il. Equations sur la carte. — On aura de même 
| 
Ya Ded pr TER 
Ox 
— av + 2iou COS0 — ee 
(10) | oy 
À 6.2 0 hits d.he 
5 dx dy 


aos ge + I+ F(z, y) 


avec la condition au bord 


ho dx — hu dy =o. 


16. Éuminarron DES DÉPLACEMENTS. — I. Sur la carte. — Il suffit de 
tirer wet des deux premières équations (10) et de porter leurs valeurs 
dans la troisième. On obtientainsi 

— oe? 0p 26 @& COS 0 09 | 
kw? cos? 0 — a 0x 4u? cos? 0 — x? dy 

Res a Cae 2iwacos? do. 
hacost0—a dy  ha*cos*6— a* dx 


La condition aux limites peut s’écrire 


du 


u =o 
ds ds j 


elle devient 


do dx 09 dy : do dx do dy\ - 
a ( a y ) + aiweoso( TE Ge + oF as —o. 


Soit le vecteur ds porté dans le sens positif, sur le bord de la mer, 


ses cosinus directeurs sont 
dx dy 
ds’ ds 


et ceux de la normale intérieure 
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de sorte que l’on a 
de dx Pa ag dy __ 09 
0x ds" dy ds 7 05° 
09 dy _ de dx __ de 
~ Oa ds ‘ dy ds On 


et la condition aux limites prend la forme élégante 


09 ; 09 _ 
a, + ate cosd = 0. 


Portant maintenant wu et » dans l’équation de continuité, on trouve, 


pour les équations sur la carte, 


Riel à A, 2% 09 Oh, 00 dh 
B= ae (5s) +3 (4S) 


KT. ae oy |" ox dy Oy Ox’ 
hea : 
GE M = juroo te 
r = 210 a h cos 0 


2 4w? cos? 0 — a? 
avec la condition au bord 
eee +210 Sep ce =0. 
on Os 


II. En coordonnées sphériques. 


+ a? og 2iaw COS 0 do 
~ 4o®cos?@—a? 06  Gu?cos 0 — œi sind oy’ 
Vv a? do 2i%w COS 0 d9 


= Aw°cos’ 0 — at sin0 04 ‘ 4w*cos'0— a2 96? 
ce qui donne les équations 


a do\. d/;, 0 do dhy dg Oh 
0 — h A PT Tr ORs « 

ne sa (sino SE) + TT (ur) +53 ay ab OB” 

he? 

coh UT Tue gt! 

D 210 « h cos 0 


> Aw? cos? — a 
avec la méme condition au bord 


0 ‘ 
a St + 200) cos 22 = 0, 


RER ee eee nr, 


ee ee 
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Remarque. — Pour retrouver les équations données par Poincaré, 
il suffit de changer 9 en — 9 et de poser 


a ——{}, 


ce qui transforme À, en — A, et conserve Ap. 


17. Lanrune critique. — Dans ces équations, il est à remarquer que 
les coefficients peuvent devenir infinis quand on a 


4w? cos? 0 — a*= 0, 
cos = + —. 
2G) 
Cette équation détermine ce qu’on a appelé les latitudes critiques et il 
y'a une difficulté spéciale d’intégration si le bassin océanique les ren- 
contre. : 
Pour les marées semi-diurnes, x égale environ 20, la latitude cri- 
tique, si elle existe, est voisine des pôles, elle est donc peu gênante. 
Pour les marées diurnes, « est voisin de w, cos® = + = § = + 60°; 
la latitude critique est d'environ 30°. 
: Pour les marées à longue période, la latitude critique se rapproche 
de l'équateur. 
Ici une question importante se pose : cette latitude critique est-elle 
une réalité physique, ou bien une simple apparence analytique, due 
aux hypothèses nombreuses qu'a nécessitées la mise en équation? 


18. COMMENT s’INTRODUIT LA LATITUDE CRITIQUE. — Je dis qu'elle s’intro- 
duit quand on suppose la mer infiniment peu profonde, et quand on 
néglige la variation de la force centrifuge ordinaire. Pour le démontrer, 
je reprends les équations (3) écrites par rapport à un système d’axes 
tournants, tels que Oz, coincide avec la ligne des pôles 


d?zx; dy: ul <2 L 19% 
D PT DT 07, 
®y1 dr $i dQ 
FETT BP rot 1 70 
a 8; rs 1 À 
Ot | 05) 
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Je pose, comme plus hatt, 
TL = LE, Yi=Y +e, a s+ we, 
tout en faisant, dans le second membre seul, l'approximation 
| Q(21, Ji 21) = Q(x, y, =). 


Les équations deviennent alors 


d'u de. +, 0 

dan dd = ae" 
are rita 
PTS Leo 77 oe v me 
Ow __ OR 
Oe we. ae 


4 condition de poser 


a)? 
R=Q+ 1 0 pe); 
d’où pour les deux premières composantes isochrones 


» 7) 
— (a+ w?)u—2iwav= —, 


Ox 
oR 


2twau— (a?+ w?) = oy 


équations linéaires qui ont pour déterminant 
A=(a?+ w*)?— fa?w?= (x? — w° )?, 


il n’y a plus de latitude critique, mais un seul terme singulier, celui 
pour lequel 
a = +0. 


C'est le terme du potentiel dont la période est exactement d’un jour 
sidéral. Mais pour ce terme les astres perturbateurs fictifs sont, pour 
ainsi dire, entrainés dans la rotation de la Terre, et la marée doit se 
calculer par la méthode statique. 


Pour obtenir les équations de Laplace, on a commencé par sup- 


eee 
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© 


primer &?u, w?9; ce qui donne les équations 


: : oR 
— aru —2lwav = —>» 
Ox 

4 : or 
IOAU— are = =— 
oy 


dont le déterminant est 


A = a?(a?— 4w?). 
On trouve ainsi le terme singulier 


fe Nae VAY, 


Puis on a supposé nulle la composante du déplacement suivant le 
rayon vecteur, ce qui amène la latitude critique 
a 
cos0 = + —- 
20) 

Qu’arrivera-t-il si l’on ne fait que cette dernière hypothése; c’est- 
à-dire si l’on annule le déplacement W tout en gardant, dans les 
premiers membres des équations du mouvement, les termes qui 
dépendent de la force centrifuge ordinaire ? 


19. FORME NOUVELLE DES ÉQUATIONS DES MARÉES. — On à donc les équa- 


tions 
du OF on 
— — 20 — l 


Je (A) Le au = a 
oy du 1 on 
ME ae pee an AA 
O20 : _ OR 
Oe me 


Désignons, comme au n° 7, par U, V, W les composantes du déplace- 
ment sur le méridien, le parallèle, le rayon vecteur, ce qui donne les 


relations 
U = w cos6 cos} + » cosf sind — wsin§, 


V —— u sinÿ + s cosy, 
W — u sin 8 cos® + vsin # sind + cosh, 
U cos9 + W sind = u cos® + v sing. 
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En combinant ces sept équations, on obtient aisément 


oR 
ae — 20 coso À — w*cos6(U cosé + W sin8) = — 70” 

oR 
ae +20 (c0s0 7 + sing OY) = atv = sindoy 
aw av te fi sie OR 
seam 2H sing — 6) sin 6(U cos6 + W sin8) = 0 


Si maintenant on suppose négligeable le déplacement s suivant le rayon 
vecteur W, on obtient 


Gr — 20 c050 À — wt costa À, 
AM où a ait 
ge + 20 cos8—- —wtV = sind av’ 


et, pour l’oscillation contrainte isochrone complexe de pulsation a, 


— (a? + w* cos?6)U — aiwaV cos 0 = at 92, 


99 
| Tat ny—,?:<T . 
2twaU cos9 — (x? + &2)V — & sind op 
équations linéaires en U et V qui ont pour déterminant 
A = (a? + w*) (a?-+ w? cos?) — 4w° x? cos?9 


et d’où l’on déduit 


b£:e ee riniel)dp de 2iwa cos dg 
7 AR do” w4. “Mod 
v—_ 2 (e+ w*c0s'9) do. __ 2twa®cos4 dg 
A sin 6 dv A 06° 


Voyons d’abord la condition aux limites 


. ds ds pics 
elle devient ; 
— (2+ w? cos? + w?sin?6) = ed + 2iwa cos 22 a 


ap a. 


d9 
Sin LE > + 2iuacos6 9 À Le 


+ (a? + w? cos?) 1 


commis mnt tt Open 
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Or, l’on a 
dg dy dg dy _ 
00 ds Oy ds - 
d dÿ : 1 do dû _ dy, 
| rae det aad APT on 
. d’où I’on tire 
4 09 _ do dû in 0 2% dy 


— ——s 


06 Os ds On ds 


Transportant ces différentes valeurs dans la condition aux limites, 
on obtient sa forme nouvelle 


Sg cos n°8 VE 
(13) (« + w? cos? 0 + w* sin 07 JE 
+ (rive cos 6 — w? sin 9 ZL) 5 =? = 0; 
ds ds} 0 
Quant à l'équation de continuité 
si ÿ— dhUsin® | 9.AV 
Pining visdourei oobi: 
elle s’écrit 
. h_ Of at(a?+ow*)hsing do a (a? + w? cos? G) h | 
(14) ¢sind=— 7 | A 96 =a Asind ob 
Aa: 0 rs) — SE 5 (en): 
© Ob 06 A 08 ov A 


Nouvelles latitudes critiques. — Elles sont déterminées par l'équation 


o =A=(a?+ w?*) (a? + w? cos? 0) — 4w?a? cos? 0 
“= a? (a?+ w?) — (3a? — w*)w? cos? 8, 


x 


c’est-à-dire 
a?(a?+- w°): 


cos? 9 = @?(3a2— w?)’ 


il n’y aura done de latitude critique que si 
3a?@— w*> 0, 


condition qui n’est réalisée que par les marées semi-diurnes ou 
diurnes. 
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Marées semi-diurnes : « = 20, 
20 
cos? 0 = —- 
II 


Donc pas de latitude critique. 


Marées diurnes : «=, 
cos*§ =1. 


Les seuls points critiques sont les pôles, où il n’y a pas de mer libre. 


Conclusion. — La nouvelle équation supprime la difficulté de la 
latitude critique; mais sa forme analytique est un peu plus compliquée 
que celle de Laplace. 


CHAPITRE II. 


LES MARÉES STATIQUES DE LA PREMIÈRE SORTE ET L’ EQUATION DE FREDHOLM. 


20. DEFINITION ET EQUATIONS DU PROBLÈME. — Les marées à longue pé- 
riode sont produites par les termes du potentiel perturbateur P — P,, 
qui ne dépendent ni de la rotation de la Terre, ni de la longitude de la 
molécule liquide, à savoir 


3cos?@—1 yw pw 3cos?*LT—1 
ne Dy ot a er 


Dans cette formule, 0 désigne la colatitude de la molécule, u la masse 
de l’astre perturbateur, p sa distance géocentrique et & sa distance 


polaire. 


3cos*) —1 . e 
Le facteur de ——~—— est une fonction du temps, que la Méca- 


nique céleste apprend à calculer; on peut le décomposer en une 
somme de termes périodiques sous la forme 
1 _ VB 3cosE—i ; 
ics 25 are = Ÿ (Acosat +Bsinat). 
Les pulsations & étant de petits nombres comparés à w. 
Autrefois on calculait ces marées par la méthode statique. M. Hough 


a montré que le problème est plus complexe et qu'il faut distinguer 


deux sortes de marées statiques : 


METRE 2 
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Les marées statiques de la premiére sorte qui se calculent par la 
théorie de l’équilibre ; 

Les marées statiques de la seconde sorte, qui sont la limite pour 
x =o des marées dynamiques. 

Il ne s’agira ici que des premieres. 

-Dans les oscillations à longue période, les mouvements de la mer 
sont très lents. Dès lors, l’inertie de la molécule et la force centrifuge 
composée ne joueront qu’un faible rôle, et la surface de la mer à 
chaque instant prendra sensiblement sa figure d'équilibre sous l’action 
de l’astre et de la pesanteur. 

Reprenons les équations (7) appliquées aux seules marées à longue 
période: 


| PU cs = 28 
AR CL Ty ar 
ov seg OU — OR 

jie Of ees: 

29 

Reyer eee = 


2 


—t' do! 
= FI =: 
sl} ü r 2 


l'intégrale double est étendue à toute la surface des mers, et C désigne 
la fonction du temps définie ci-dessus 


La < 3cos 2 — 1: 
cmap ese. 


a 


Dans Jes deux équations du mouvement, négligeons la force 


ok, Pe CN a | i? ov 
d'inertie — 7 — "rt la force centrifuge composée + 2wc0s0 


i] 


— 2wco0s9 a il reste tout simplement 


Disa 8 ea 
M et ae 
autrement dit, 
R=A(‘), 


la quantité # pouvant dépendre du temps ¢, mais étant indépendante 
de 6 et de Ÿ. | 
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De sorte que l’équation des marées statiques s'écrit 


ae $0. 
a [ff + (300878 eee ys 
M | 3 2 


Supposons cette équation résolue par rapport à € qui représente 


la dénivellation ; pour déterminer £il suffit de remarquer que le volume 
des mers reste constant, autrement dit que l’on a 


J [3a7=0 


La constante g représente l’intensité de la pesanteur a la surface de 
la Terre. Soit D la densité moyenne de celle-ci. Dans le système 


ee eres AT rl 
d'unités choisi, le volume de la Terre est sa masse ne, et son 


aa ñ 4xD : 
attraction à la surface —3 > par consequent 


Comme D égale environ 5,5, on a sensiblement pour g 
g = a3. 

Enfin, sur les continents, la dénivellation € est évidemment nulle : 
C= 0, 


En résumé, on a pour les marées statiques de la première sorte les 
équations suivantes : 


1 #10! I\ of ’ ! 
5) \ Surlesmers, ¢f(9, »- [ore + Coal =k; 
\ Sur les continents, =. 0: 


(1 


Avec la condition qui détermine #, 


} [free 


21. ÉQUATION INTÉGRALE DES MARÉES STATIQUES. — La première équation 
(15) est une équation intégrale en %, mais elle n'a pas la forme clas- 
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sique, car l'intégrale double qu'elle contient est étendue à la seule 
surface des mers, c’est-à-dire à un: domaine assez compliqué. Il est 
aisé, cependant, de transformer cette équation, et d'y faire entrer une 
intégrale étendue à toute la surface de la Terre. 


Je pose d’abord 
k 1: C: 3co0s'0 — 
~ — =. = (6). 
5 2 


Les équations du problème deviennent : 


I C' da! 
= — + 4 sur les mers, 
LA ‘de 


coo sur les continents. 


% 


J'introduis la fonction discontinue e(0, )) définie de la façon sui- 


vante : : ; 
Sur les mers, €(0, bP) s= 1, 


Sur les continents, ¢(9,))=o0. 
Cela étant, les deux équations précédentes se résument en une seule : 


CR 6’, wv’ do! 
£6, 4) = À — ere tra oy + V2) 
uM ? 1 ? 


Et comme on a visiblement 
- (OS Les = fe g'yE(8/, U!) do’ 
Jee v; 0", v’) Yeo, wo, 0) J 


is intégrale sans indice étant étendue à toute la surface de la Terre, on 
obtient d'emblée l'équation de Fredholm remarquablement simple 


im 2(6, V)e(O", L')5(0", L') do’ 
(16) (6, Y= ff OLE ay +e(8, #)2(9). 
22. L'ÉQUATION INTÉGRALE EN À. — Je pose — =A, et je considère À 
5 


comme un paramètre variable, d'où l'équation 


a rex VG LYCÉE, wide’ 
6(9, Ÿ) ce à Le =, ce GI We +2(9, ¥)7(4). 
PIE 
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Le noyau de l’équation, à savoir 


517, Ueno) 
devient infini du premier ordre quand les deux points 9, 4 et 0’, 4” 
viennent à se confondre; mais l'intégrale étant double, le noyau triplé 
reste fini, et la méthode de Fredholm est applicable. 
Soit donc K(0, 4; 6’, L'; A) la résolvante relative à ce noyau; c’est 
une fonction méromorphe de A, qui donne la solution du problème par 
la formule 


(17) (HY) =e WZ(9) +2 f [KR 5%, Ws d)e(', Wz (9) do’. 


: : I À ; : À 
Dans le cas des marées statiques, À = =; donc tout revient à savoir 
2 


5 . J a , # 
si, Oui Ou non, — est un pôle de la résolvante, ou encore un pôle de la 
le] 
fonction méromorphe de A, €(0, 4; A), définie par l'expression précé- 
dente. 


- En vertu des théorèmes généraux, puisque le noyau est symétrique, 
les pôles de la résolvante sont réels, simples, et il y en a au moins un. 
Pour obtenir encore plus de précision, il est commode de considérer 
Il" et de faire appel aux propriétés des potentiels. 


23. Le porentie pu sounreLer IT(g, 0, 4). — (0, 4; A) étant la fonction 
définie par l'équation de Fredholm qui précède, j'appelle (2, 9, Le 
potentiel en un point quelconque du bourrelet liquide produit par la 
dénivellation © 

ser ECO A A OS 
PAYSAN PIRE ROUTE 
II(p, d) TE 0,0; 9, 0) 
Je puis dire aussi que l’on a 


fe r( Gl Ay ' 
pd, yes f | eis 


es ES RSS Gé | 
el Poy Oe, Oo 


Sd vie “ge © *: e * 
> étant délinie par l'équation de Fredholm 


2 Seat Pike CONTE! 
Ale L) <>. à | eee SE SUN mL if) À 
= ; "DTA OF G, D) 72) 


et i 
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— ILest donc le potentiel d’une simple couche dont la densité, continue 
habituellement, fait peut-Cire un saut brusque fini au bord de la mer. 
Considérée comme fonction de %, IL est une fonction méromorphe 
qui a les mêmes pôles que € ct que K. 
Considérée comme fonction de 9, 9, 4, IT est une fonction harmo- 
nique à l’intérieur de la Terre, et à la surface d’après un théorème 
bien connu, on a 


Or, sur les mers (vor n° 21), 


¢=—All-+ x; 
Sur les continents, 
A C—= 0: 
2 Partout, 
; ¢=e(—All+/y). . 
La fonction harmonique II est donc définie par les deux équations 
suivantes : 
| A l’intérieur dé la Terre, AI — 0; 
| 18 II 
om) Sur la surface, aT + W=4re(AN—yx). 
Remarque importante. — Dans la suite on aura à considérer. des 


potentiels If; IL; potentiels de simple couche dont la densité, continue 
habituellement, fait peut-être un saut brusque fini au bord de la mer. 
Ce saut brusque n’occasionnera aucune difficulté, car on peut appli- 
quer aux potentiels IT;, If; les formules fondamentales de Green 


x oll; onl; tact 
ne (nu) res 
é oll; Oh (Li pr) À PASS ol, \* OU Nh eae 
[fus fff oe AA es |‘ ii 


Dans ces formules, dz représente un élément de normale intérieure 
et les intégrales sans indice sont étendues à toute la surface, ou à tout 


le volume de la Terre. 


2%, Les pôLEs pe LCA) NE SONT PAS NÉGATIFS ET LE PREMIER EST AU MOINS 
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ÉGAL A 7 — Soit À, un pôle de (A); on sait d'après la théorie géné- 
T 
rale que dans les équations intégrales précédentes on peut faire y = 0, 


et qu'il existe une fonction ©, qui satisfait à l'équation 


* fre(0, d)e(8", VE, 4’) do’ 
SOLE eo Cores ons 


Par suite le potentiel If, du bourrelet formé par la dénivellation &, ° 


satisfait sur la surface à la condition 


,91 
a + i! Bro AIN IJ,, 
ou encore 
its = Tl, ({rel—1). 
op 


Je multiplie par II, ds et j'intègre sur toute la surface 


2 f fm, ig te = [ Piitiren— ds. 


om, _ ON, 
De TU 


Or 


et l’une des formules de Green donne 


DS CECI ET 


c’est-à-dire 


a Wh? (4m&d9—1) de? 0. 


Celie inégalité est manifestement impossible si À, est négatif. On peut 


l'écrire 
ahs f [sac f fs ji 
sh À | 


Ou gncore en mettant en évidence la surface des mers (M) et la surface | 
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des continents (T) 


indy ff Wide: [ [ide + [ [Made 
Cr | “UM eet 
[ [ide 

e 4 


AmdoZ1+ —— 
- | [do 
Ju 


On a donc bien 
AmÀo2 1, 


Le premier pôle, s'il existe, est positif et au moins égal a re: 


Cas particulier. — Les mers recouvrent tout le globe. Il est bien connu 
qu’alors les solutions du probième sont les fonctions sphériques dont 


la première est une constante À 
, ‘hdc 
hash Elias =—Arnrhh, 


et l’on a exactement 
1 


25. CALCUL DU PREMIER POLE DE G(A). — C'est aussi le premier pôle 
de I1(A). Son caleul se fait à l'aide des constantes de Schwars. 
La fonction IL(A) étant méromorphe en 2 et son premier pôle étant 


1 ET 
, on à au voisinage de À=0 
z 


au moins égal à > 

‘ ym 
H = NH, + AM, + IL + XI +... a ANT, +4. 
Comme la fonction IT est harmonique et déterminée par la condition 


à la surface 
WT as 
: = 47e — 4027, 


sont également harmoniques, et 


toutes les fonctions I,. IL, | 
les conditions à la surface suivantes, obtenues en 


déterminées par 


DE NEA 


Dai L a Aine 
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égalant les coefficients des mêmes puissances de A : 


oe + IN =—4Tey, 
| 
à ooh + Il, = 4relly, : 
Fo? | 
ae + I, = 4rell,, 
1 +H,=4nel,_.. | 


Envisageons maintenant les constantes suivantes appelées constantes 
de Schwarz : 


ve fi el, II, dz. 


D'après une formule de Green on a | 


off (ue Se - jolt) de =o. 


Or 
oll 
137 =— I, + 4rell,_,, 
oll 
ere =—II,+ 4rell ,_,. 


Si l'on transporte ces valeurs dans l'intégrale précédente, on trouve 


J - PAS COR LM: ES ole eae 
autrement dit, 
Wg max, W 5-1; VE 


ce qui, en changeant g en g + 1, conduit à la formule de récurrence 


Wiis = West > 


a ee 
ee ae ae 


laquelle, appliquée successivement, donne 
W 9 = Wp-1q+ —+ |) PRE E - LP L En LL ETS 


la constante W ne dépend que de la somme de ses indices. 
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Cela étant, considérons W,. 
Sin est pair, n= 2p, 


Wi=Wip=Wro=f | ell? d/o > 0. 
Sin est impair, n= 2p — 1, 


Wa Wap =Worrr= [ [emo de. 
Or 


et par conséquent 


= IL Pr de + = [fn de 
QT 


Les deux intégrales du second membre sont essentiellement posi- 
tives 
W,> 0. 
Donc les constantes de Schwarz sont des nombres tous positifs. 
Par ailleurs, on a, quels que soient «, , 


f fee + BIL, 41) do > 9, 


c’est-à-dire 
a? Want 245 Wan + B? Wan+2 > 0. 


Envisageons maintenant 


[fem SL) + BM,) do: 


autrement dit, : 
Want 248 Won + B* Worst 


Comme l’on a 
1 oll, I 
ba 


ell = 2% “do Gr 
PT LUS 
ell, — oT ~ dp cs pa Murs 


l'intégrale double peut s’écrire 


LEE 
AIN ES ae Me + om, + Bln: Jo 


+ 
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ou encore 
0 * > 1 
se ff (Ma + Bless) 5 en, +60 1) do + oof Jen, + 810 de. 


ces deux intégrales sont positives. 
Il s’ensuit que les deux formes quadratiques 


Won +208 Wont 3? Wonsis 
a? Won + 2% 8 Wensi + B? Wense 
sont définies positives, ce qui entraine — 
Wa — Won Woes < 0, Wasi Wan Wanse <0, 
inégalités qui peuvent s’écrire 


Won aa Wont < Wass 
Won Wan > Wanst 


ee 


Revenons maintenant à la série entière qui représente le potentiel II 
au voisinage de À =o: 


Il = I, + AU, + IL, + VIL + ...+2211, +. 


Multiplions les deux membres par el, do et intégrons sur toute la 
sphère 


NA C2 femiaer if fe NI, do 
+2 f EMide +. +2 f felollsde + .. 


c'est-à-dire en désignant le premier membre par W (A) 


W (4) = Wo +AW, + W +R Wi +... + 2° W, +... 


Dans la série W envisageons le rapport Ws. Ona 


Won: 


Wi PERTE fe ell? do __ f fetes Il} de 
Wa 
ta : fenne | Ef fina Zp fn, de ae de 


7 É 
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et, puisque [ft Se do n’est pas négatif, 


Win A has 
Wan [Tue da 


Dans ce dernier rapport le dénominateur est au moins égal au numé- 


rateur, donc 
Won < 
Want te 


Si donc dans la suite 
MONET 


on envisage le rapport d’un terme au précédent 5g—? ce rapport va 
. n —1 


2 soit toujours 


21 


constamment en croissant, de façon toutefois que = 


, x , . . I 
au plus égal à 47; ce rapport a done une limite finie non nulle >> 
# 1 


| o Slim — TRE 

: ; Wa n° pi 

: Dès lors, le rayon de convergence de la série W(A) est À,, avec 
b= lim We aie 


Je dis que c’est aussi le rayon de convergence de II(A). Pour le dé- 
montrer, on peut se servir del inégalite de Schwarz. 


Inégalité de Schwarz. — Soient A(4, Ÿ), B(O, {) deux fonctions 
intégrables et à carrés intégrables ; on a l’inégalite 


Uf. ACO, pue nae ef fare, y) da < f fw, 4) do. 


D’autre part. on a entre I, et Il,., la relation 


ei +N,—=4rell, 
dp 


Ann. Ec. Norm., (3), XL. — Jouier 1923. 25 


og At 
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à la surface, c’est-à-dire 


e(9. POM (9, Y) pr. 
Hu (ps 6, p=f [ BEA MO NE A Tu 


le facteur de II,_, n’a pas son carré intégrable; pour appliquer l'iné- 
galité de Schwarz, il faut faire une itération. Tout d’abord le potentiel 
de simple couche étant continu sur la surface, on a 


ee ii g' 


; e(9’, de A Nts y") 
T,-1(9, raf fale gl r(6, v’; a, wv) do” 


et par conséquent 


+ €(6', 4!) do’ e(9", ") Ha -2(8% ") 
tReet [aes rw Seat 


et de méme 


ou encore, en intervertissant l’ordre des intégrations, 


ae 7 ” M 1 ” e(8”, v’) do’ 
Me, =f fe dom ser, de NS earh Prete) 


Quand les points p, 9, 4; 0’, 4; 0”, d” se confondent en un seul, la 
seconde intégrale I ne fire au plus que logarithmiquement in- 
finie (‘); on peut par suite appliquer l’inégalité de Schwarz qui 


donne 
(ps WE f fers, Wy, (%, Yds [ fede. 


Or, d’après la définition même de €, 


2(6", 0") = 6", v"). 
De e° (97, #)=e(8", 4") 


fi fi e2(9", Q')IE_, (8”, 4) da" — fi e(6", 4") M2_,(6", W") do"= Ways. 
a ae lb llousses ey 
(') Voir, par exemple, 


Heywoop et FRÉCHET, L'équation de Fredholm, p. 141. Note 
de M. Hapamarp. 


oe er 


ee a ee ee 


i ea 
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fs I? do = K?, 


I = K? Wanu 


[I (pe, 9, bv) |< KV Won 
[AMIE (p, 0. LI < KIA" IV Wane 


Posons de plus 


il vient 


Autrement dit, la série I(¢, 0, L; À) converge uniformément, si la 

série À"VW,,_, converge, ce qui a lieu dans le cercle de rayon A,. 
Inversement, si la série II(o, 9, ; À) convergeait uniformément 

dans un cercle de rayon plus grand, il en serait de même de 


el1,(9, 4) IC, 4; A) et de [ fellas = W(A), ce qui est contre 
l'hypothèse. à | 
Le rayon de convergence, c'est-à-dire le premier pôle de II(A), est donc 


26. CALCUL pu SECOND POLE DE C(A). EXISTENCE DUNE INFINITE DE POLES. — 
D'après la théorie générale, on sait, et il serait facile de démontrer 
directement, que le pôle précédent A, est simple et qu’il n’y a que lui 
seul sur le cercle de convergence. On peut donc écrire 


/ 


Il 
cs CARE 4 ot AO + Moet rs. 5 AP, +. ar 


Ay 


le rayon de convergence de la série en À étant supérieur à A,. 
Si l’on développe la fraction en série entière, et si l’on identifie les 
deux séries qui représentent II, on obtient 


ou encore 


Quand n tend vers l'infini, A/% tend vers zéro, puisque la série A"¢, 
converge dans un cercle de rayon supérieur à À, ; ce qui donne la valeur 
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du résidu 
| I’ = lim a", 


Maintenant, la fonction II étant harmonique et étant définie par la 
condition à la surface 


En += 4rell— rez ro, 
toutes les fonctions II’, 6,, ¢,, 0,, ..., Gn» ... sont aussi harmoniques 


et elles sont définies par les conditions suivantes : 


a += rex 
O° 
a 4- one peer BS. Me rh 
77m +°,= rev, 
dp 
1 +V¥a= 4nem, 
dv, 
1% + Pa ATEPn 4, 


d’où l’on voit que les ¢, sont définispar récurrence exactement comme 
les II,. 


On a donc de nouvelles constantes de Schwarz W’, essentiellement 
positives et répondant aux inégalités 


Wi als Ws 
Wo Wi aces oe RE Sat 


Là 


7: 
Was 


* nécessairement finie, sans 
quoi la série 
Cot Avy + Ag+... +A" OQ + 


ne convergerait que pour A — 0, ce qui n’a pas lieu puisqu'elle con- 
verge certainement au dela de A,. 
On peut aussi établir que 


| Sa (Ps 6, Y) | ~ K'y N ges 


; 
4 
t 
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et enfin que les deux séries 


Yot Av, + À +...+ Men +..., 
WW) + MW +. AW... 


ont le même cercle de convergence. 


On arrive ainsi au second pôle À, >> À,, et ainsi de suite aux pôles en 
nombre infini 3, Ay, «+. Any oss 


Conciusion. — La résolvante de l'équation intégrale des marées 
statiques a une infinité de pôles simples, tous positifs dont le premier est 


. , . i } . . 
au moins égal à Ft cela quelle que soit la forme des continents. 


27. Cas PARTICULIER DES FONCTIONS SPHÉRIQUES. — St les mers recouvraient 
tout le globe, la solution complète du problème serait fournie par les 
fonctions sphériques. C'est là un résultat bien connu qui confirme 
l'analyse précédente. On peut se reporter, par exemple, au Cours 
d’ Analyse mathématique de M. Goursat (t. III, p. 532). 

Y, (8, }) étant une fonction sphérique d'ordre n, on a 


1 27 
¥.(89) = 2 [ f Fy, (6, Y) sind! 46" ay’; 
0 0 


les poles de la fonction méromorphe sont alors 


dg td tet 


LP der eg (n =, I, 2, …., + 2), 


et à chaque pôle A, correspondent 2” + 1 solutions linéairement indé- 


pendantes qui sont les 2n +1 fonctions de Laplace d'ordre n. 
Il est alors aisé d'intégrer l'équation des marées statiques, à savoir 


| ¢' do’ 3cos 0 —1- ,. 
sc ff - +C - Sk: 


3 cos*9 —1 ‘ : 
les termes connus # et + C —~—— sont à des facteurs près une 


fonction de Laplace Y, et une fonction Y,. Posons done 


3 ces 0—1 
C= ay Yo+ @:Y2= 4+ as ï ; 
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l'équation devient 


d’où l’on tire 


ae agree 
FT gan RTE 
5 2 
1 ake a. G Tee 
Fs ae TUE pe 2 


Pour déterminer #, écrivons que le volume des mers reste constant 


[ fra =0: 


[IE &=0 
LA . 2 


puisque les fonctions sphériques forment un système orthogonal, etil 
reste tout simplement 


on a d’abord 


/ À 
Th 
+" k=. 

HAT 


La dénivellation ¢ de la marée statique d’une mer recouvrant tout le 
globe est par conséquent donnée par la formule 


1 8 cos 0 — 1 VE 3 cos?’ — 1: 


; ah ES 
— , ; ? 
AT 2 = 1° 2 
9 


ou encore, en nous souvenant que D étant la densité moyenne de la « 
Terre (D = 5,5), ona 


ee | 
s= 7 


4 I oar se tel | 


28. SOLUTION pu CAS GENERAL. — Quelle que soit la foe des Ona 
le premier pole de la résolvante est au moins égal : à 7 ou = et dans 


x 


ao 
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le cas de la nature g = 23 environ, = = =) il s’ensuit que : n’est cer- 
tainement pas un pôle de la résolvante et par suite l'équation intégrale 
du problème a toujours une solution. 

Soit K(9, 4; 6’, d'; À) la résolvante relative au noyau PCR AA 
et au bassin océanique, l'équation des marées statiques hrs 


«un ff HER LE LE 
SJ ar: 979.9) ES 8 2 


peut s’inverser et donne 


v t 20820 — 
ee = ee I 


-i-ie 
: 23° 
+f [xo b; ©, Vs Dr LE 
5 5 


une fois © calculé, on déterminera & par la condition 


[ [eaa=o. 


Remarque. — Dans le cas de la Terre actuelle, = est nettement infé- 
Le] 


. 


, 
: I : : I 3 F E x 
à —: mals puisque — = ;— >> On eut imaginer dans une planète 
rieur à Zk als puisq Fr ieee p g P 


une densité moyenne et une distribution des continents, télles que = 


et le premier pôle de la résolvante soient extrémement voisins. L’in- 
tumescence formée par les eaux de la mer tendrait alors à devenir 
énorme, tout au moins si l’on suppose que les équations précédentes 
restent applicables. 


29, APPLICATION AUX MARÉES DYNAMIQUES. — L’équation à la surface des 
marées dynamiques est, comme on l'a vu au n° to, 


ost +NW'+F(8, 4); 


il faut ici distinguer deux cas : 


I. Le bassin océanique comprend l’ensemble de toutes les mers du 
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globe (M), alors ths 
m=— fade! 
. M y 
et l'équation s’écrit 
#1 
ate bles [ [= de! + F(9, ). 
« M / 
II. Le bassin océanique considéré © ne forme qu’une partie des 
mers, on a toujours 
ne 
m=— f [dr 
M À 
ce qui se décompose en deux 


| a . 1 Ç ! 
= — — do! — = do!. 
< O7 J Jx-Dr 


Dans la seconde intégrale, on peut supposer que ¢ est connu par 
l'observation directe; cette intégrale devient alors une fonction connue 
de 9, Ÿ qu’on peut faire rentrer dans F. 

En définitive, pour un bassin océanique quelconque ©, on a l'équation 


intégrale 
aga et— ff E do! + F(9, 4) 
J JD! 


! (9 2 
grand f Bidet din EE WD 14 18 à 


a 
5 


ou encore 


’ 


elle exprime 9 en fonction de {; mais pour l'analyse qui va suivre, il 
plus commode d'exprimer Ÿ en fonction de ?. 


D'après les propositions ci-dessus démontrées, cela est toujours 
possible quel que soit le bassin océanique @. 

ape , . I 

Soit done K(0, 4; 0’, 1’; À) la résolvante relative au noyau = et au 
bassin océanique @, on a pour C 


(9, v) LE = = [Ke bs 9, Vit )PU Ÿ') de! 
» ° Ca 2 


+ a ot? K (4 + gl pe ds fy! ! ! 
mA See » Ÿ; Y= 2(9", W') da 
o 5 (D F 8 


ee 
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eT 


ou encore en posant 
F(6. ) 
DR NE SELS A 2 ER K (6, 3 6, vst )R@, Y!) de!, 
o è & 
on obtient 


o9,.p) = O(8, pete [free vse) eee rade 


“ 


Pour passer de la sphère à la carte, il suffit de faire la représentation 
conforme ; 

À : R= Tae à) y=v(2, y), 

— telle que | 
dx? + dy? = k2(d92+ sin? 6 dl’), 


ce qui donne pour la dénivellation € 


ANA 


£ 2 

© (9) Ga, ¥) = (x, 7)+ Sola, 7) 

Cs à a 

Æ - a? I dz' dy! 
rg Eee K (2, ; 4 52) if à Se TS À 
LA aff RAR CET E Fer 


Celte transformation donne un moyen aisé de tenir compte, dans les 
problèmes qui suivent, de l'attraction du bourrelet. 


NERO 


vs % 


CHAPITRE II. 


L'ÉQUATION DES MARÉES ET LES ÉQUATIONS DE FREDHOLM 
A INTÉGRALES PRINCIPALES. 


30. Position DE LA Question. — Dans ce Chapitre, on envisagera un 
bassin océanique ®, limité par des falaises verticales qui forment un 
contour C non traversé par la latitude critique, et l'on tiendra compte de 
l'attraction du bourrelet. 


Les équations des marées sur la carte sont alors [voir n° 15 et 16, 


Ann. Ec, Norm., (3), XL. — Jonzer 1923. 26 
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équations (10) et (11)] 


TT RE, JE one 
= je (ME T Oy ' dy dx dy ody dx 
o=—gt+Il'+ F(z, y), 


aiwah cos 
en RE TE | 
4w? cos? 0 — a 


(20) ath 
4w? cos? 6 — a? 


2 


=~ yt 
Il’ — — = ld / 
a (D er J 


avec la condition au bord 


Pee 5 afucosg Leo 
on QE TE 
L'équation en % donne, en développant et en divisant par 4, qui ne 


peut s’annuler, 


pats 0*o pusdg ake 1 (SE a) + do 1 ea ni ig 
dy hy 


oP da? " Oy? Ox h, Ox * dy ‘Oy 


dy Ox 


D'un autre côté, |’équation a la surface 


= 90+ II"+ F(z, y) 
peut être inversée à l’aide de la formule (19) 


(19) Ex, y) = O(a, y)+ = ola y) 


+É [Lx 


(4 


PCT. dzx' dv! 
ENS Pr) de o(z", Y)— ki? ; 
> 


on peut donc éliminer € entre les deux équations, et l’on obtient ainsi 
l'équation intégro-differentielle des marées dynamiques 


09 do do 1 oh Oh, do 1 (oh, Ole 
Ar ele me Mga a Elo Ts) 


en O(x. y) a 
eed gr A 


PL. : Poe 4 y de dy! 
+ mam J Sg k(t os ahr g) ea) pr 
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Pour simplifier l’écriture, nous poserons 


0? 0? 
di dy? 


Fr (ge + ee 
1 \ dx a= 


L(G) =" 


h, \ oy Ox 

ce wet 
gkh; ea 

Ot ae 
SFR 
D(z. y) / 
FO pein 4 

‘ K(x, pres) 
Sate meer ee)» 
et nous obtenons ainsi 
a Da Av + i = of eer eff, K(x, ¥3 2", 9) 9(2', y) da! dy'=j, 
0) 


a Ox 


équation intégro-différentielle, à laquelle la fonction inconnue ? doit 
satisfaire en tout point intérieur au domaine ©; sur le contour C, elle 
est assujettie à la condition 


do : 0° 
ne + atw COS = 0. 


(23) «=, 5 


31. La Fonction pE GREEN G. — Admettons provisoirement l'exis- 
tence d’une fonction G(æx, y; £, n) définie par les conditions sui- 
vantes : 

1° En tout point x, y intérieur au domaine ®, la fonction 

Gi(x, y; Fe n) 
déterminée par la relation 
j 2 f € , 
G,(z, x3 2 0) = log = — {x 95 En); 


Bai} + (yay 
14 
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devra être harmonique 
AG,= Oo. 


2° Si le point x, y se trouve sur le contour, G devra satisfaire a 
l’équation 
ae 7 ie aa 
ai F4 + 210 Ge A0" 

Cela étant, M. F. Jager (Thèse) a démontré dans le cas d’un 
bourrelet nul, et l’on démontre de la même manière dans le cas du 
bourrelet non nul, que la solution des équations (22°) et (23) est 


donnée par la fonction (x, y) définie par la relation suivante : 
(4) (27) — RE [a+ b'B') Gq (E, n) ds! 


daG (ONG 
—c' dé d 
cf CH aes 
af. eG didn [| K'(En; x’, r')o(zx', y') dz' dy! 
TY JO ® À 


FT 
=f [sedan 


Dans cette formule, les termes accentués signifient que x et y doivent 
être remplacés par § et n: de plus, «’ et 3’ désignent ies cosinus direc- 
teurs de la normale intérieure à l’élément ds’ du contour. 

Grâce à la fonction de Green G, l’équation intégro-différentielle des 
marées dynamiques est ainsi ramenée a une équation de Fredholm 
contenant une intégrale simple, une intégrale double et une intégrale 
quadruple. 

Donc tout revient à trouver cette AB de Green G(a, y; Ë, n), 
ou, puisque G, = log-—G, a trouver une fonction G, harmonique 


dans us domaine ®, et assujettie à vérifier sur le contour C la relation 


Lrer I 
aot + 2iw cos9— ee 
On Tate yy ON | saa? 


autrement dit, il faut : 


Etablir l'existence d’une fonction V, harmonique en tout point inté- 
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rieur au domaine ®, et répondant à la condition aux limites 


ov 4 ov 
tam + 210 cos) —— = (8), 


où 7(s) est une fonction donnée. 


C'est le point laissé en suspens par M. Jager et que nous allons 
aborder maintenant. 


32. POTENTIEL LOGARITHMIQUE DE SIMPLE coucme. — La méthode de 
Fredholm consiste à exprimer V à l’aide du potentiel logarithmique 
d’une simple couche de densité p(s) répandue sur le contour C qui 
limite le domaine ®. 

Soient sur ce contour un point arbitraire M, pris pour origine des 
arcs, et M’ un point quelconque déterminé par son abscisse curviligne 
M, M’ —s’, comptée dans le sens positif; £(s’) et n(s') les coordonnées 
du point M’;p(s') une fonction continue de s’; x et y les coordon- 
nées d’un point quelconque du plan; enfin 


RENE — Ei EE sr 


on appelle potentiel logarithmique V(x, y) relatif au point x, y, à la 
densité » et à la ligne attirante C, l'intégrale | 


V(zx, y) = f ee") log = ds’. 
Cc 


Ce potentiel possède les propriétés suivantes : 


I. Continuité. — En tout point, à distance finie du plan, le potentiel 
est une fonction continue des variables a et y. 


Il. Harmonie. — En tout point n’appartenant pas à la courbe C, 
V est une fonction harmonique de x, y 


0° Li + AV HO) 
CNET ONE 
IIL. Dérivées normales. — Soit le potentiel à l'intérieur de C; sa 


: : | MEE: | SEE HU 
dérivée prise suivant la normale intérieure au contour, et = lalimite 


! 
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de cette dérivée quand le point x, y tend vers le point M de la courbe, 
quia pour abscisse curviligne s. 


Fig. 7. 
ds M 


Soit de mème le potentiel à l'extérieur de C; sa dérivée normale 
de . Pt . 
intérieure, et ad la limite de cette dérivée quand le point æ, y tend 


vers le méme point M. 
On a les relations classiques 


ave cosy ,, 
| oe = Bet) + [96s Das, 


(29) | gv" 


or cosh 
is mo(s) +f p(s’ 


r 


ds’. 


Dans ces équations, r est Ja distance du point M précédent a l’élé- 
ment d'intégration ds’ situé en M. Quant à 4, c’est l'angle du vec- 
teur MM’ avec la normale intérieure MN. 


IV. Dérivée tangentielle ('). -- Par contre, le potentiel à l’intérieur 
et le potentiel à l'extérieur ont la même dérivée tangentielle. 

Quelle est l'expression de cette dérivée ? 

Envisageons d'abord l'intégrale 


“4 Loco) ST ae, 


“C) ; 


(") Four Potxcané, Potentiel newtonien, P. 117, et Jager, Thèse, p. 11. 
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} étant l'angle précédent affecté du signe +-si MM’ est dans l’angle 
TMN ; affecté du signe — dans le cas contraire. Cette intégrale n'a 
pas de sens par elle-même; en effet, si les points M et M’ se con- 
fondent, sin) =1 et : est infini du premier ordre. = 


* Mais on peut lui donner un sens, en prenant ce que Cauchy a appelé 
sa valeur principale, que l’on désignera dans la suite par un signe somme 
accentué j 


1 J 1 sin r 
(T’) fee) as. 


Voici ce qu’il faut entendre par là : 

De chaque côté du point M d’abscisse curviligne s, on exclura l'arc 
compris entre les points $— hets+A; on calculera l'intégrale au 
sens ordinaire et (T’) en sera la limite quand A tend vers 0. 

Cela étant, st le rayon de courbure du contour reste supérieur à un 
nombre fixe, et si la fonction p(s) a une dérivée, la convergence de (T') 
vers sa limite, la dérivée tangentielle, est uniforme quel que soit le point 
du contour, 


4 OV. ‘ sind 
26 ae st) "ds". 
> (16) ns er 
33. ÉQUATION INTÉGRALE SINGULIÈRE DU PROBLÈME. — Il est aisé main- 
tenant de mettre en équation le problème qui nous occupe. 
Posons 


V(x, = f'ets)logr ds" 
vC 


La fonction V est harmonique dans le domaine ®, et il ne reste plus 
qu'à déterminer la fonction inconnue o(s) de manière que V satisfasse 
à la condition aux limites 

V "à OV 
— + 2iwcosd——- = x(5 
PT ds xs}, 
ce qui fournit l'équation 


sind 


(25) —amp(s)-+ a | p(s!) a+ 118 cos | Big as = Lis). 
; c s : 


r 


14% 
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C'est bien une équation du type de Fredholm. Mais l'un des signes 
d'intégration n’a plus le sens ordinaire, et représente une intégrale 
principale au sens de Cauchy. | 

Dès lors, il y a lieu de commencer par la question suivante. Étudier 
les équations intégrales dans lesquelles les intégrales ordinaires sont rem- 
_ placées par leur valeur principale au sens de Cauchy. 


34. VALEUR PRINCIPALE D'UNE INTÉGRALE. — I. Définition. — Je désigne 
par æ et y deux variables complexes dont les plans sont superposés, 


4 Fig. 8. 


et par f(y) une fonction de y. Soient C un arc de courbe quelconque 
du plan, et æ et y deux points situés sur cette courbe. 
L'intégrale 
Sy) dy 
& FAS 


n’ayant aucun sens par elle-même, définissons avec Cauchy sa valeur 
principale. 

De part et d’autre du point x, excluons deux arcs égaux, xa, xb, 
de longueur A, et considérons l'intégrale ordinaire 


F(x, 2) = Slyyay, 


C—ab dr 


Cette intégrale est une fonction de A; si cette fonction tend vers une 


limite quand 4 tend vers o, cette limite est par définition la valeur 
principale de l'intégrale. 
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IT. Notation pour la valeur principale. — Dans tout ce qui suit, on 
désignera la valeur principale par le symbole | 


uF f(y) dr. 
€ 


Y eT 2 
c’est le sigrie somme habituel suivi d’un accent. 


IL. Définition équivalente. — Au lieu de prendre, de part et d’autre 
de x, les extrémités de deux petits arcs égaux, on peut évidemment 


Fig. 9. 


A 


prendre les points de rencontre de la courbe avec une circonférence 
de centre æ et de rayon À. — 


IV. Remarque concernant les extrémités. — Aucune des deux défini- 
tions précédentes ne peut s'appliquer aux extrémités de la ligne d’in- 
tégration. C’est pourquoi, dorénavant, nous ne raisonnerons que sur 
des chemins fermés. 


33. Tnéorènie I. -- Dans le cas d'une fonction. f(y) holomorphe dans 
un domaine connexe ®. 


Dans ce domaine @ soient une courbe fermée sans point double (C) 
et, de part et d'autre de (C), deux courbes quelconques (M) et (M), 
dont chacune peut par déformation continue se réduire à (C) sans 
rencontrer de points singuliers de la fonction f(y)... 


Soient (M) le chemin intérieur et (M’) le chemin extérieur, parcourus 
dans le sens direct. La variable æ restant constamment sur (C), les 
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y 
a ae i PA62)] 10 gy 
; , ye Ea ‘ S 
ont un sens*parfaitement déterminé, ainsi que leur demi-somme = 


sf ds Hy) dy 
2 Ju 


2 Tee 2 Ju Y—2Z 


deux intégrales 


Autour du point x, pris comme centre, et avec un rayon égal à À, je 


—— 
he LS 
Ed 


décris une circonférence ADBE, qui coupe la courbe 17: aux points 
A et B. 


Soit Q un point auxiliaire sur (C). 

Sans traverser de point singulier pour la fonction holomorphe 22) , 
le chemin (M) peut être réduit à BQAEB; le chemin (M’) peut être 
réduit à BQADB, de sorte qu'on a une nouvelle expression de - 


Sb Polley ouf LU) dys, +if JON dr | 
2 Seah 1 ] B 


BQA 2/18 Y— ZX 


1e Sly) dy, 
Qa TE apa Y —& 


ou encore 
SL ù FO) dy inf JON) dy | L(y) dy 
2 BQa YL sn RÉTTA wt app Y—z 
Mais l’intégrale 
Sly) dy, 


Baa YL 
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c'est ce qu’on a appelé plus haut F(x, 4). On a done l'égahté 


F(a, hy= = g IM gt JON) dy. 


2 Jia) 2Jins MT 2% 
S ° “ 1 
Quand / tend vers 0, = reste constant. Tout revient donc à calculer 


lim Lf ID) ay + fe). 


h=0 LJ ara Y —* aps ed 


It est aisé de calculer ta limite de chacune de ces intégrales. 
Sur le cercle de rayon k, on a 


J=<+h es, 
d’où l’on déduit 
Re = i do. 
VUE, 
D'autre part, puisque f(y) est holomorphe, 
f(y) =f(@+heïe) = f(æ) + Ah, 


A étant une fonction dont la valeur absolue est inférieure à un nombre 
fixe. Par suite, | 


PALIER si ie Palo À du 
heuer = if, are Soon’ Fo 


Quand À tend vers o, il en est de même de la seconde intégrale, et 
il reste tout simplement 


. f(y) : ‘ if 
ALL dy = | do. 
ie af JE Y if) es AEB 2 


do 


AEB 


‘ 


Or 


n’est pas autre chose que l'angle au centre de l'arc BEA, affecté du 
signe moins, 


im ( LOS = if(e) x lim (— angle de BEA), 
h=0 © AEB y are h=0 
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et l’on aurait de même: 
in (10) dr — ;}(5) x lim (angle de ADB); 
h=oJapp 1 — & 2 re À 

d’où, en ajoutant, 

; 4 ne. 
lim | PAS aL. fate L (y) | 
h=o Lies YT apn JTE 
= 8 fil 29 lim (angle de ADB — angle de BEA). 
L=0 


Cette limite est évidemment nulle si la courbe (C) a une tangente 

unique au point æ. | Fa 
Ce mode de raisonnement exclut les points anguleux et les points de 

rebroussement. . | 


ConcLusion. — Étant donnée une courbe fermée (C) à tangente unique 
(sans points anguleux, ni points de rebroussement), sur laquelle se meut 
la variable complexe x, et une fonction f(y) holomorphe dans une 
bande © s'étendant de part et d'autre de la courbe (C); si l’on prend 
dans cette bande un contour fermé (M) intérieur à (C) et un contour 
fermé (M') extérieur à (C), on a l'égalité fondamentale 


(28) "ON dy _1 JON) dy | 1 f fa) dy. 
FRS Le 2Jy Y—ZX 2J/y Y —x 


Cette égalité ramène l'intégrale singulière à une somme d’intégrales 
ordinaires, mais elle exige que f(y) soit holomorphe dans tout le 
voisinage de la courbe (C). 


Transformation de l'égalité fondamentale. — Envisageons le do- 
maine © et la fonction de y 
S(yY). 
JR 


Cette fonction de y est analytique et uniforme en tout point de ®, sauf 

au point x où elle a un pôle simple de résidu f(x). On a donc, d’après 

le théorème de Cauchy, | x 
PY _ f Loar 


ey os or = ain f(a); 


en combinant cette équation avec la précédente, on obtient immédia- 


Fe ae 


ia ail 


(4 Na 


x 


A Dee TS 


ae 


Las 
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tement 
À d 
f S(y) raf SORES Begg 
FR ore à co ee 
! 
d 
ARS LEE LAVAL ANRT ANT 
ES nl © uo J —Z 
Remarque. — On pourrait dire que ces formules résolvent le pro- 


blème des équations comportant des valeurs principales; cependant, 
il y a lieu de chercher d’autres formules ne faisant intervenir que la 
courbe (C) et les valeurs de f(y) sur cette courbe. 


Prolongement analytique de f on. — Les formules précédentes 
VC 


définissent une fonction F(z) 
F(x) =f Lee, 
en À 


qui est bien déterminée en chaque point de (C). 

Cette fonction est holomorphe en chaque point de (C), car les che- 
mins d’intégration (M) et (M’) peuvent évidemment être supposés de 
longueur finie; de plus, F(æ) est uniforme sur (C), done F(x) est 
holomorphe dans une bande à cheval sur (C) ; cette bande peut aller 
jusqu'aux contours (M) et (M’), qui, à leur tour, peuvent serrer de 
près les limites du domaine initial ©. mae, 


36. Tatoreme I]: MULTIPLICATION DES NOYAUX sincuLIERS('). — Nous 
arrivons au théorème le plus important. 

Soient dans le plan de l'a variable complexe une courbe (C); une fonc- 
tion f,(æ) holomorphe dans une bande @ à cheval sur (C); A(z, y) 
et B(x, y) deux fonctions des deux variables x et y, holomorphes 
quand x et y varient dans la même bande. 

Je considère les deux intégrales 


fine [ SEP nw dy 


Maal Geena 


é 
Y — ZX 
tiie | É LZ M BA 


(1) Comparer Poincare, Théorie des marées, p. 255. 
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| de sorte qu'on peut écrire 
| fA(v,s 
piy=f S22 prey as 
Jo. MR) 
et finalement 


| "B(zx, y). "AO S) ¢ nd 


Fig. 11. 


IL s’agit de trouver une seconde eæpression de f,(x). Je calcule. 


d’abord L 
"ACY, 3) 
# : s)dz; 
nn=f p02) 
_ dans cette intégrale, y et = varient sur la courbe (C). Dans le do- 


maine ©, je trace le contour (M) intérieur à (C).et le contour (M’) 
extérieur. En vertu du théorème I, je puis écrire 


WN=% [SPO pds + (LD p (sde, 


et ces expressions donnent le prolongement analytique de la fonc- 
tion /,(y), qui est holomorphe dans la bande comprise entre (M) 


et (M’), et en particulier sur (P) et (P’); (P) étant un contour situé 


entre (M) et (C), et (P’) un contour entre (C) ct (M). 


} 


| 


7" 


# 


. 


wer) 
+ 
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On a, par suite, 


ACER rs DÉS aye h a ees B(& 1) Ay) dy 


d’où, en réunissant ces résultats, 


B{x, A(:. 
f(x) = 1. re a Sh ph 


Pa fla ae 


hide y —2 


+1 (Ben B(2,y) y y [MOD pe ae 


Toutes ces intégrales que je désigne par I,. L, 1, 1, sont prises 


dans le sens direct. 
Je méne le contour (Q) intérieur a (M), et le contour (Q’) extérieur 


à (M’), tous deux dans le domaine ®, et j'envisage successivement les 


quatre intégrales. 


Intégrale , : 


j'ajoute et je retranche 


Bia, B(z, y) A(Y: 3), 
BED ay f ful) ds, 


qui est une fonction bien déterminée 


2e pape tel rey AG ods+f + B(z. BED ay (AOD fue ve 


Il s’agit ici d’intégrales doubles ordinaires, chaque variable se dépla- 

cant sur sa courbe : x sur (C), y sur(Q), 2 sur (M); de sorte qu’on 

peut intervertir l ordre des intégr ations : é 
B(x, y) Ay, 4) 

B(2, y) Lay. 


B(zx, y) y) AGP d 
b= [rod fe ne oa Day + [AG ) dz ya #7 
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Envisageons 
B(z, y) 7) A(y;, AC 5) gy. 
a) FRA 


c’est I’ intégrale étendue dans le sens direct à la frontière du domaine 


compris entre (P) et (Q); comme x varie sur (C) et = sur (M), la fonc- 
B(x, y) AC: 3) 


tion de y, = ——— n'a pas d'autre singularité dans ce domaine 
que le pôle y = =, dont le résidu est 
_ Bia, 2) A(s,3), 
3—x 2 
par suite, - 
EIR x) AY Day = ak cid Lah ad 


d'où, finalement, 


hs [Ke Pape y) Anar — ani f RE fol sds. 


Intégrale 1, : 


(B(x, B(x, y) 4 A(y¥, 2) 
L=/{ >> yf AD pay de 


j'intervertis l’ordre des intégrations 


Ici, s est sur ae et x est sur or Je puis donc, sans rencontrer 
de points singuliers, déformer le contour (P) et le faire coincider 
avec (Q). Par suite, 


L= f fale )as pute. Le. de 
Intégrale |, : 


B(x, ¥) AURA) CE à” 
= dy fra: 


ey fe 


j'intervertis l’ordre des intégrations 


ne ag [ED A(5), 
p ve a À Se ÿ 


Al 


—… 
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Ici, 5 est sur (M) et x est sur (C). Je puis donc, sans rencontrer 


de points singuliers, déformer le contour (P') et le faire coincider 


avec (Q’). Par suite, 


B 3 
ca Moe Pome ape 
Intégrale I, 
= B(2, y) A(y, 2) 
| ga ee ay. mn v4 . 
SHED a fn Ertoes 


j'ajoute et je retranche 


(ee Day [LR LE ya 


“0 of — TZ M’ 


qui est une fonction bien déterminée : 


P'—( we © M’ 


J'intervertis l’ordre des intégrations 


B A(¥,3 B(zx, y) A(y,2 
LE f Atos [TE Mo Day + free ds [ nee IDE dy. 


Envisageons 
( ? B(x, 7) hits A(rs) ay, 


vy-e sy 


c’est l'intégrale étendue dans le sens négatif à la frontière du domaine 
compris entre (P') et (Q’). Dans ce domaine, comme x varie sur (C) 


St a, aks 
et z sur (M’), la fonction de y, FE © AY oa Aty. 2), n'a pas d'autre singu- 


larité que le pôle y = 3, dont le eric est 


B(2, s) Az, 3), 
"+ CE 4 
par suite, 
rs B(az, y) ACy. BT dy (Re OU AGEs 
pia ges: Artes 3—Zx 
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d'où, finalement, 


Laff fat na fe y) AG: 5) 27 RE he Re A yates 
x 


CR Par D © «= = 


Et en rassemblant I,, L, 1,, L,, il vient 


s 3.3 B s)A + + 2 
face) = Ei f BINED poy gs — Fi f BIA?) paras 


Mu". = 


B(2.%7) ACy,.5) m7 


IEEE D — 


= | Mr 
+7 f £0) ap 


I * B(-r, ry Arey 
+3 [rod f SrA Se 


+7 f fl a = D pis 3) dy 


ss —) 


PRG» à A(y: 5) lys 
(3) ds 
+ fr ee 


Calcul de la somme Z des deux intégrales simples : 


NAT. B(.z, z) A(s, s) € Br; S3YA(3,3) i = 
= f. —— ac : | 3) ds — | (a Su(s) ds 

ba Hd B(2, 3) As, 5) _ 

== (a POLE 


Mais l'intégrale [ , c’est l'intégrale étendue dans le sens positif 
M'—M 


à la frontière du domaine compris entre (M) et(M’). Dans ce domaine, 
comme æ varie sur (C), la fonction de s, se SLA ib Sealant a 3), n’a pas 


d'autre singularité que le pôle s = x, dont le nd est 


B(x, x)A(æ, æ)fo(x); 
par suite, 


= TariB(æ, æ)A(æ, 2) f(x) 
=— A(z, ©) B(x, 2) fo(z). 


ee nent ects 
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Calcul de la somme & des quatre intégrales doubles : 


a. Ben) v) ACy, 4) 
= o(3) ds dy 
lel el rer 


Ay 


ae f fos KE pierre 


DE gk 2 TE 
B(a, y) ACY, 3) z) 
nae ASE 
Pall BAG: ye y —x z—y dy 
f Hen) Aloe 
À = dy. 
Gf AE 3) € x 3 =} V 


Je considère 
{= y) A(Yy;, sh, 
rs pal | 


y—-u 3—Y 


C’est une fonction de x et de z, qui ne devient pas infinie même 
si =, pourvu que le chemin d'intégration ne passe pas par ce 
point. Et il en est de même pour l'intégrale 

+ Ft 7 


mean Be) AG 8) 
2 Q+0 SA XL i ie 


Je pose 


Dans cette intégrale, x et s peuvent varier sur la même courbe (C); 
BA(x, 3) est bolamorphe dans le domaine compris entre (Q) et (Q’). 
J'envisage maintenant I’ intégrale singulière 


"B(x, y) DAT 
Cr FT SE y 


où les trois variables x, y, 3 se meuvent sur la mème courbe (C). Si 
cette intégrale a un sens, la fonction quels définit coincide avec 


BA(x, =) et l’on peut écrire 


BA Cr, 3 jaf Ren AIEEE AN A ay, 


ce qui a l'avantage de ne faire intervenir que des éléments dé finis sur la 


courbe (C). 


1.5 
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Cela posé, la somme Z s'écrit 


B= tf (BAG 2) ds + à f als) BAC, 2) ds, 
Ju mM’ 


ou encore 
1 


2 sh a) BA(a, 5) ds. 


Mais la fonction BA(a, =) étant holomorphe, ainsi que /,(z), dans 
le domaine compris entre (Q) et (Q’), je puis, sans rencontrer de 
singularités, déformer chacun des contours (M) et (M’) et les faire 
coincider avec (C); et l’on obtient finalement 


2 = BA (x, 3) fol 3) ds. 


ConcLusion. — On a ainsi la formule fondamentale 


Cc 


== MBE, ay tee x) fo() afk fia 2) fols) ds 
. Cc 
en posant 
BA(2,2)=r f SSD 40:94, 
2Jory J rt 
ou, s’il ya lieu, 


"B(x, 2. A(y, 5) 3) 
White: s de 
(æ, 5) =/ oe a 


Remarques sur cette formule. — Cette formule est démontrée som- 
mairement par Poincaré, pages 253-256 de la Théorie des marées. 
L'expression trouvée ci-dessus différe du résultat de Poincaré par le 
signe qui précède x”. 

Grace à elle, la fonction f,(æ) sort du signe intégrale, ce qui est 
très avantageux, quand on a affaire à des équations de première espèce 
où figurent des valeurs principales. 

Enfin, elle permet d'iérer les noyaux singuliers; et un changement 
de variables va la rendre applicable au domaine réel. 


then anne ie. ee 


PONT 
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37. TuéorèME LILI : MULTIPLICATION DES NOYAUX SINGULIERS, REELS ET 
périoviques. — La formule (29) suppose que les variables x, y, 2 sont 
complexes et que les fonctions B(x, y), A(y, 3), Fo(s) de ces variables 
sont holomorphes dans une bande a cheval sur (C), le contour (C) étant 
une courbe fermée a tangente unique. 

Pour passer au. domaine réel, on a besoin de deux lemmes prélimi- 
naires. 


Lemme I. — Soient A(a,y), B(x, y), f(x) des fonctions de 
VARIABLES REELLES, admettant la période Q par rapport a chacune de ces 
variables, et holomorphes quand x et y décrivent, dans leurs plans 
respectifs, une petite bande à cheval sur l’axe réel. 


Posons 


d’après un théorème bien connu, on peut écrire 


22H x 


rw=n(e) =F,(u), 


/ gina 2iTY 


— 


Morale has ) =e, 0) 

hit q » € iy Per 0); 
les fonctions F,(u), B(u, v), a(u, %) étant holomorphes quand u et » 
varient dans une couronne comprenant en son intérieur la circonfé- 

rence de rayon 1. 
envisage maintenant la cascade 


ain 
pl A 


é 


'Q ie Q 
hia=f A(x, ¥) er ree Sol) dy, 
4) 25.28 


'Q ie Q 
f(x) =f. B25 y) ass (9) 4, 
0 ro 2 


e — € 
-ce qui donne ‘ied 
a fe" ae 
Ay) = Va 3) NE DIT) fo(s) ie 
“10 Q Q 


€ (A 
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et, par suite, 


2i%.r 2iR% 
'Q Q ‘2 Q 
ie 2 Ru 
f(x) = Bor, Doh A( 1. 5) Saez ary (5) dsi 
0 PALIER" ÿ ee ein 


dans cette intégrale, je fais le changement de variables défini par les 
équations 


2Trr 2ixy 217s 
u=e ®, e=e 2 | wae, 
d’où l'on tire 
dy QT - dw 2ÉT 
—= 2 —dy, ; — dz, 
v CO ‘v Q 
et j'obtiens 
B ! 
Q Le aver Q ra dw 
xz)= 1-0) — v, vw) — ae Pl —— 
fla)= [Bu ALS fale, 0) Sew) S, 


(C) représentant la circonférence de rayon 1. 
Je rentre bien ainsi dans les conditions d’applicabilité de la for- 
mule (29), laquelle donne 


S(2)=— u)a(u,u)F,(u) 
of Qader oe he ue Q dv, 
+ fret) Tf BG at) Sa, 


27 4 u)(w—v) an v 


d'où, en revenant aux variables z, y, 3, 
j tea ther ÉTÉ oe (,2 r 21K. \ iT 
es — = dE “Ble EM Ja 2 )e(e . ) 
= 'Q ater 2gy 
+f" re # eas LE 
0 


- 2irr 2ity 
/ @iny its swe at = 
x< ac A iy we : + Sate Jan vt dy 
’ 2k y ar, SS zimy {As 
; Co ne ae ee 
ou encore 
A Q: . 
Go) fale) =— BC 2) Mae) fol2)+ fo Jets) de 
0 
2ker 2uny 
“2 va “> 2 
ie te te 
x f Bax, y)A(».:) 217) Behe ns es ts 
0 —— a — ee 


Q a ioe 
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Lewme I]. — Soit M(x, y) un noyau réel admettant la période Q par 
rapport à chacune des variables x et y, et qui, considéré comme une 
fonction de y, n'admet comme singularité que le pôle simple y= 2; 
autrement dit, tel qu'on ait, au voisinage de y = x, 

M, (x 
M(x, 9) = Mol, 7) + 2, 
per 
M,(æ, y} et M, (æ) étant deux fonctions holomorphes de x et vy. 
On a, par conséquent, 
M, (x) =lim[(y — x) M(x. y)]- 
envisage 


ie ee : 
L=lim pire — (7 — 2) M(x,)) 
yor a Fos VTT 
1e 
Or 
: 2iny 2iTv 
i Q2 oe & I er 
im F SS ” 
267 oot QO 
= = Q iy x À; 
ve 


et, d’après ce qui précède, 
limf(y—2)M(r, IMC): 


d’où, pour le résidu M, (2), l'expression 


Ne DO £ 
Q Q 
2T £ e À: 
31 =o, (2) = UM se Mr, ») 
o 
CL += , Q 
te” 


Application. — Soient Mr, y) et NC, .v) deux fonctions du tvpe 
précédent et soit la cascade 


f= | 


0 


= fl 


n'Q 
Mary y) fox) dy, 


2 
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On peut évidemment écrire 


2iny 2irr 2itr 


a D HU RAIN SR 
f(a) =f M(x, y) —— He; tine So(y) ay, 
» 


ie 2 et Te 
aixy tin 2ixx 
‘2 Q 2 -, Q 
e —e te 
AE NON — a aes il dy: 
ù ie & e 4 ~e 
2iny 2iTr 


CE 2 

la fonction M(x, y) "= n'a plus de pôle pour y — x, elle est 
FE 2 

1e 

holomorphe quand « et y suivent l’axe réel, et elle ala période Q par 
rapport à æ et à y. Il en est de même de N(x, y), Si bien qu’on peut 


appliquer la formule (30) du lemme I, ce qui donne 


2iny 2inr 
Q? oe e a => Q 
f(x) = — 7 lim N(2, ¥) —— 
yar Pa 
te 
- 2iny 2irxx 
P € a a € a | 
>< lim M(x, y) —=— fox) 
=> 5 
te 
2iny sirx 2irr 
Q "2 a a A | 
4 e — 0 1e 
+f So(%) dz N(x, 7) tr 2iny 2iTx 
° 0 s__ € Q 
te e et 
2ins 2iny 2iny 
Q Q = hoes 
4e ~ —e te 
XM(y, 2) OX: 2s TRY dy. 
te CRE. 


Si l’on pose 
N,(z)=résidu pour J =zx de N(x, y), 
M;(x) = résidu pour J =zx de M(x, y). 


On a, d’après la formule (31) du lemme II, 


2iny 2irx 
Q Q 
. à o e — Ç 27 
lim N(x, 7) are I—> Ni(2), 
J=> F PT Q 
te 
ainy 2inx 
en — & an 
2inx = gq Miz) 


ie & 


lim} M(2, y) 
rahe 


‘LA THEORIE DES MAREES ET LES EQUATIONS INTEGRALES. 225 


et l’on obtient la formule cherchée : 


‘2 'Q 
(32) fo Nia, y)dy f Mer, =) f(2) ds 


Q n'Q 
= me Ne) Mie) f(a) +f Jde f NE, y)M(y 2) dy. 


C’est la formule d’interversion de l’ordre des intégrations dans une 
intégrale double avec valeurs principales. 


Corollaire. — Si l’une des fonctions n’a pas de pôle, le produit 
M,(æ)N,(æ) est nul et l’on retombe sur la formule habituelle 


Q 'Q Q xe) 
vf Na, y)dy f Mix 2)f(ade= [ fleas [ N(x, y)M(y, 5) dy, 
0 0 0 0 
ou encore 


e "pa | € a 
i. Nie y) dy [ Miy,s)f(2)de= [ f(s) def N(x, y) M(y, 5) dy. 


38. NoyAU DE LA DÉRIVÉE TANGENTIELLE DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE DE 
SIMPLE CoUCHE. — Soient une courbe fermée (C), A un point quelconque 
de cette courbe dont les coordonnées x et y sont des fonctions 
périodiques d’un paramètre variable ¢, ce qu'on peut toujours 
supposer, | | 
æ—f(t, y= 9l(t). 

En particulier, la variable ¢ peut se confondre avec l’arc s compté a 
partir d’une origine arbitraire, mais ce n’est pas nécessaire, je suppose 
simplement que quand ¢ croit de o à Q, le point A décrit toute la 
courbe (C) dans le sens direct. 

Soient : 

A, le point attiré de coordonnées a(t), y(t); 
M, le point attirant de coordonnées x(7), y(T); 
o(t), la densité au point attirant de paramètre 7. 


Je cherche l'attraction exercée par toute la courbe sur le point À ; 
et la composante de cette attraction sur la demi-tangente aux arcs 


croissants AT. 
Ann. Éc. Norm., (3), XL. — Aovr 1923. 29 
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Or, l'attraction de l'élément ds sur le point À a pour valeur’ 


(CO) 


la composante de cette attraction sur‘la demi-tangente AT, 
p(t) cos( TAM) ds 
AM ; 


ce qui donne, pour toute la courbe, 


ti : 
a p(t) cos(TAM) ds 
(T)=/ es coeds 


Il ne reste plus qu’à évaluer chacune de ces fonctions à l’aide de ¢ 
et det: 

| AM =y[2(t)— 2(¢) P+ [y(t) —7 (OP, 
ds = /x"*(t) + y?(t) dr. 


. Les cosinus directeurs de AT sont 


a'(t) -_ ¥'(8) 
Very) Very 
et ceux de AM 
æ(r)— a(t) ¥(t)— y(4) 
RG ET +. Probe AM, f 


ce qui donne, pour l'angle TAM, 


cos (TAM) = A ak a ase AL à a mn ha 
AM Vx"? (2) + y(t) 
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d’où la dérivée tangentielle cherchée : 


T) — w(t) a(t) — al + y (y) CO) Va +) |, 
D J [2(t)— a(t) P+ ly ()—y(OPr an a LS 


Contour régulièrement analytique ('). — Je suppose le contour (C) 
régulièrement analytique, c'est-à-dire que x — f(t), y = 9(t) sont 
des fonctions holomorphes de 4 dans le voisinage de la valeur réelle 
quelconque t=; et que, de plus, on a pu choisir le paramètre 7, 
dont dépendent analytiquement x et y, de telle sorte que 


S' (to) et o' (to) 


ne soient pas nuls à la fois. 
C'est, par exemple, le cas d’une ellipse quelconque dont les équa- 
tions peuvent s’écrire 


æ = 2,+ À cost + B siné, 
¥ = Yot Ccost+ Dsiné, 


Singularité du noyau. — Ce noyau N(7, 1) a pour expression 


N D = Lt Lete) 20) +y (0) LC — (0) VE) EYE), 
MOT Laos} +DO-rOT  vr(0 +7 (0 


Considéré comme fonction de 7, le dénominateur ne s’annule que 
pour 7 — 4, et, au voisinage du point{,ona 
r=t+ h; 
' y h° Mt h° mt) + 
æ(r)=x(t)+hz (t)+ a" (0) + page) PASS 
" hon : | 
æ'(r)=2'(t) + har(t)+ rer (t) +. 


es x LAS ; 
y (tay ++ TO + BY (f) +... 


h2 
y(t) = y(t) + y(t) a(t) Fas 


ge 


(1) Voir E. Picarp, Traité d'Analyse, t. I, p. 298. 
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d’où l’on tire, en sous-entendant la variable ¢, 
x'(t)[x(t)—2(t)] + y'(t)[y(t)—y(2)] 
= h(x’? + y'?) + a (a'a"+y'y")+..., 
x'?(t) + y (r)=z + y?+oh(z x + y'y")+..., 


[a(t)— x(t)? + Ly(t) — y (2)? = A? (v2 + y) + AS (a! a" + y'y") +...,. 
et, par conséquent, 
[acar+ y) + Era +y'y') +.. | | 


2 
CA (2 + y) + ra + y) + IVe 


Nite) — 


A est en facteur commun; la courbe (C) étant régulièrement analy- 
tique x? + y? n’est jamais nul, de sorte qu’on peut écrire 


haa" FE Z'x'+ y y" 
pap > © A Fa igh + 
3 z+ yt vest: à à 
N(t, ) : z'a"+ y y" - 
afr nS +... 
r IR A 
ou encore 
» 1 z'x" + Lol 
tie so LA 


1 
NET h 2 gt+y? 


+ah+Bhis+... 


I a’ a" + y'y" 
tr 23 Sy 


N(t, ¢)= Hdi 


ConcLusion. — Le noyau de la dérivée tangentielle du potentiel loga- 
riüthmique de simple couche devient infini quand les deux points se con- 
fondent. Cette singularité est un pôle simple de résidu 1. 


39. ÉQUATIONS INTÉGRALES AVEG VALEURS PRINCIPALES. — Soient H(z, y) 
un noyau continu et K(x, y) un noyau singulier ayant en y =a un 


pôle du premier ordre, et envisageons l'équation intégrale 


Q 'Q ; 
No)=9(2) + f Hix Sidr fl K(x, y) f(y) dr 
0 0 


dans laquelle /(x) est la fonction inconnue. 


a disent ne D oo ee <a _ 


ps 
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Remarquons d’abord que quand une intégrale existe au sens ordi- 
naire du mot, elle se confond avec sa ue principale; si bien que 
l’équation précédente peut s’écrire 


'Q 
J(e)=g(e)+ fo [He 7) + K(x, NIL) dy 


ou en posant 
N(z, y)=H(z, 7) Eley. r), 


(A) = + fo Nix. FU) dy. 
Soit f(a) une solution de l’équation (A), ona 
| j '2 
JO =en+f N(y, 2) f(s) ds. 


Par conséquent toute solution de l’équation (A) est solution de l’équa- 
tion (B) suivante : 


‘Q 
(B) fle)=9(a) + [ N(z, y) (>) dy 


"2 "2 
+f Now yay [| N(y, 2) f(s)ds, 


équation qu’on transformeraal’aide-de la ot ule fondamentale (32). 
Inversement, soit f(a) une solution de l’équation (B). J’envisage 
la fonction auxiliaire (2), 


me 
Y2y=s(e)—9(2)—f Nw Say. 
J'écris d’abord 
'Q We) 2 
| = N(r, dt N(x,t)dt N(t, s) f(s) ds, 
F(z) oa) +f (x, t)o(t) ae (2,0) se 


ou encore 


€ ‘'Q 'Q 
fin=on+f Ny Det de + fi Nin 0) dt f N(4, 5) f (2) ds; 
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portant ces deux valeurs dans l'expression de (x), on obtient 
a'Q 
Y(x) = ox) + f N(x,t)o(t) dt 
‘Q * ‘Q 
+ f N(æ, 0) de f. N(t, 2) f(s) ds— a(x) 
0 A |) 
2 1 pe 2B 
—[ Neanenay—f Nanay f Not 
+ "a ‘a i 'Q d 
- f N(x,»)dy [ N(y, t) dt N(t, 3) f(s) ds. 
0 9 É 0 
Tout d'abord 2(x) disparait et l’on a 


'Q "a 
hh N(z, Deca= f N(z, y)o(¥) dv; 
0 0 


il reste donc 
a aps") 
dr) f N(x, Da f° N(é, z)f(:) ds 
0 0 
a ‘2 
os 0 Niey)dy { Niyst) (ey de 
0 * Yo 


'Q ‘Q ‘a 
— PNG ay f N(x, D de fN(e, =)f(2) ds. 


Ces intégrales ne dépendent que de x, je puis donc échanger les lettres 


intermeédiaires y, 5, 4, ce qui donne 


Q n'Q 
d(xhe | N(x, t)dt | N(t, 5) f(s) dz 
0 


“0 


'Q 'Q 
—f{ N(x. e)dt [ N(t, 3)o(:) ds 
“Oo “0 


a'Q "G2 'Q 
— N(x,t)dt N(t, 5)ds NE 7 dy, 
| [ Neaa ff Nenroé 


of | 


ce qui peut s’écrire 


'Q é 'Q '¢ ‘ 
Ye) = f. Nowy 0) de f N(t, 5) ds ref Nenso| 
0 Q 


ee 
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Or, le crochet n’est pas autre chose que (sz). La fonction auxiliaire. 
(a) satisfait donc à l'équation | 


‘a 'e 
Yar= f N(x, tae f N(t, s) pis) ds. 
0 “0 


Mais, cette équation, c’est l’équation (B) où 9(#)= 0; c’est une 
équation intégrale homogène, qui n'a de solution que dans certains 
cas particuliers. 

Donc, en général, 

(2) =0, 


c’est-à-dire 


+ 


.'Q 
f(æ)=o(x) +f N(a, y) f(y) dr. 


Toute solution de l’équation (B) est solution de l'équation (A). 


Conczusion. — Il est légitime d'itérer les équations contenant des 
intégrales dont on ne doit prendre que la valeur principale. 


40. RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION INTÉGRALE SINGULIÈRE DU PROBLÈME DES 
marées. — Nous sommes maintenant en mesure d'intégrer l'équation 
(27) du n°33, équation qui permet de déterminer la fonction de Green 
G(æ, y: &, n). Cette équation est la suivante : 

cosŸ 


= anp(s) +a [0s a ds + aiu e0s5 [ p(s!) di =y(s). 
Cc et 


! 


Si le contour (C) est régulièrement analytique, toutes les fonctions 
qui figurent ici sont périodiques ens et s' et holomorphes quand s et s’ 


: ; sind 5 : a ; $ 
varient sur l'axe réel. Seule — a un pôle simple de résidu égal à 1 


quand s’=s. 
Pour alléger l'écriture, je transcris l’équation sous la forme. 


ois) — fac, ots) ds + | B(s, s')o(s') ds'+n(s), 
Je û 
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en posant 
(s) | 2 NM 
S)=— =— t liére), 
n(s) a (fonction réguliére) 
A(s, 8!) =~ id id. 
Oe ore 2iw COS 0 sing 


cette dernière fonction est régulière sauf au point s’ = s où elle a un 
210 COS 0 


résidu égal à 
Appliquons le procédé classique de l’itération. On a d’abord 
o(s')= fas’ 8") p(s") ast f B(s’, s") p(s") ds" + n(s'), 
Cc 73 Cc 
et, en portant cette valeur dans l'équation en ¢(s), 
p(s)= f A(s, s!)ds' [ACs 8”) p(s") ds" 
Cc * 0 
+f A(s, sds f B(s', p(s") ds + [| A(s, s')n(s") ds! 
Cc Cc C 
Fi . if 
+f B(s, s')ds' [| A(s’, sp(s')ds"+ f B(s, s’) ds’ 
3} ol Cc 


! 
x [ B(s',5")p(8") dsr + fl B(s,s'}n(s')ds'+ n(s); 
ite Cc 


d'où, en utilisant les formules (32) qui donnent le moyen d’inter- 
vertir l’ordre des intégrations, : 


a(t) = [ p(s") as" [ A(s, s')A(s', 5") ds’ 
-c di 
+ | p(s")ds' f. A(s, 8’) B(s', 8”) ds’ + f A(s, s') n(s’) ds! 
a c Ve 


+ fear B(s, st) A(s’, 5") ds" — = [rimes s)B(s, 2) ‘p(s) 


+ focsrydst [" B(s, s)B(s' “ds + f B(s,5'}n(s!) ds! + n(s). 
Cc Lu 1 Cc 


NA 


: À : : 0 
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Or, on a vu que 


lim (s' — s) B(s, s’) = AXES 
s=s Ta 


D'où l'équation définitive 


(33) (ec = | K(s,5")p(s") ds" + 86) 
C 
dans laquelle le nouveau noyau K(s, s”) est donné par l'expression 


K(s,s')= ['acsatsass f A(s,s')B(s',s") ds’ 
c c 


- +f B(s,s!)A(s!, st) dsl f B(s, s’)B(s', 8”) ds" 
JC 


et la fonction @(s) 


@(s)=n(s) + fAatssyaeyas+ f B(s, s') n(s’) ds’. 
c c 


D'après les hypothèses faites au début de ce Chapitre, le binome 


kw? cos’ 0 À 3 : eens 
Mers Nes annule pas, puisque le bassin océanique ne traverse 


pas la latitude critique. L’équation (33) est done une équation ordinaire 


! 


de Fredholm, et aura, en général, une solution. 
L'existence de la fonction de Green G(x, y: 6, n) est donc ainsi 


démontrée. 
Il ne reste plus qu’à intégrer l'équation (24), à savoir : 


o(xz, 7) ECS, b'B')Go(E, n) ds’ 

T J¢ 
I d.a'G  0.0'G ) 
— ee a UA dé d 

ee abe M c'G )o(E, n)dë dn 

-if erGdian [ [| K'(E, 022", »')o(a’, y) dx dy’ 
27 D Q- 
I 

=—— f'G di dn. 

+ ® 


Cette équation de Fredholm sera, en général, pourvue d’une solu- 


tion, et comme elle est exactement équivalente a l'équation intégro- 
30 


Ann. Fe. Norm., (3), XB. — Aout 1923. 
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différentielle des marées, nous arrivons à la conclusion de toute cette 
étude. 


ConcLusion. — Si l’on envisage un bassin océanique ® limité par des 
falaises verticales qui forment un contour C, non traversé par la latitude 
critique, et si l’on tient compte de lV attraction du bourrelet, les équations 
des marées relatives à ce bassin ont, en général, une solution. Cette solu- 
tion est donnée par la résolution successive de trois équations de 
Fredholm. | 

Le sens des mots en général sera précisé par l’étude d’un bassin 
exceptionnel. 


Remarque. — Si l’on n'exclut pas les latitudes critiques, l’équa- 
tion (33) est une équation de troisième espèce, pour employer la termi- 
nologie de M. Picard ('). Mais alors l'équation en o(æx, y) n’a plus de 
sens; et le problème nécessite une étude spéciale. 


41. Brune v’uy cis b’excetion. — Je considère un bassin océanique ® 
ayant la forme d’une calotte sphérique, limitée par un parallèle 


6 = const. 


La condition au bord devient tout simplement 


Vo + 266 COS 5) Jo 


du a oom 
et en posant 


__ 206088, 


= > 
a 
do. 2 d@ à 
de tA ay = 0 


Je fais une carte de ce bassin, de manière que l'image de @ soit un 
cercle. Ce sera, par exemple, une projection stéréographique. 
Le problème préliminaire est alors le suivant : 


Déterminer pour un cercle de ravon R une fonction de Green G, telle 


(1) E. Picann, Sur les équations intégrales de troisième espèce ( Annales de L'École 
Normale supérieure, 1911). 


a 
= 
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* . . + . . à , ° 
que l'on ait, sur la circonférence (C) qui lux sert de fronuère, la relation 


thing Ba 
On 2 qu 


Impossibilité du problème. — Je multiplie les deux termes de l’équa- 
tion précédente par ds et j'intègre tout le long du contour (C) 


[Sbasvia fGa=o. 
an ‘ A 


Mais la fonction G étant supposée uni forme 


C 
ôn aurait donc 


Je dis que c’est impossible; en effet 
lal I ‘ee! 
G = log - — Gy; 


G, étant une fonction harmonique, on a par suite 


I 
ye ,dlog— 

ape : #7 [Se 
C nm C 2 ¢ on 


Cette dernière intégrale est égale a 


— ff. AG, dx dy, 
a) 


et, par conséquent, est nulle puisque G, est harmonique. Par ailleurs 


1 
_dlog— is 
5 
a SS | BOs 
MES 
dÿ désignant l'angle sous lequel on voit l'élément ds d’un point inte- 
rieur a (C). Par suite 


1 
0 log - 


[ dvr 
: A LE Dh CES Se lv 
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ce qui est en contradiction avec l’équation d’où nous sommes partis. « 


Il faut donc modifier la définition de la fonction de Green. | 
“Modification de la condition aux limites. — Posons au bord } 
06,4 26 _ 


, 
an + ‘À Fe = K, | 
| i 


d’où muitipliant par ds et en intégrant 


fase f ds=anRK, —, 
ve ibs Cc | 
ce qui, d'après ce qui précède, donne l’égalité | 


2m — 27RK,. 
1 


d’où la nouvelle condition à la frontière (!) | j 
| 0G = 2G _1 
on ds R- 


Expression de la fonction de Green G. — Soient M le point singulier de | 
la fonction de Green, M’ son conjugué par rapport à la circonférence, 
P le point variable a, y. : 


Fig..13. 


Je pose, avec Poincaré (p. 263), 
‘ 1 oh 
G= log MP ou 1 2108 arp + B.PM'M, 
‘ Q ' : 


(") Si la frontière était une courbe quelconque, on aurait K = . L étant la longueur ' 
. . gd 
de la courbe. Poincaré (p. 260 et 263), a écrit kK = an. A 


x ate 
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et je cherche à déterminer « et 8 de manière que l'on ait sur le cercle 


de rayon R 
0G  .,0G_1. 


oat ds R 


Soient (a, 0) les coordonnées de M. 


Celles de M’ sont (= 0) et l’on a 


I 
G(x, y 3 à) = log ———— 
(x, 7; a) ë Tan 
1 


+ Barc tang RF ; 


R? 
1 G - xz—a EN 7 ef , 
Ox (æ—a) +7 (2— ey +9 (7) 2 
4 a 

R?2 

WAR oe ae B 
ms y (a—a)? ty” me i, ( +) : 
x =) + ÿ° Mer re Jai 


Sur la frontière où æ?+ y? = R’, on a 


06 _ Ri(a—x)+aa(Ri—az)+ba 7, y 


ar. R2(R?— 2a7r+ @) 
aG  —Ry—avy+ Ba(R?— ax), 
oy “Re (Ri— 202 + a*) 
Or 
Day OG Mae 
on ark oy R 
0G dG vy due 


ce qui donne les équations 


0G ac —R?+aa(r—a)+ hay 
ne À R(R?— 2ax + a) 

6 __—ay—var + Bala) 
Fe RÇR?— 24ax + 4° >) 


À aime à . he is Ce VERT aa 7, ae du + ss mn 
à pues: 1 AMIS ee MANS < MS LIRA D sa à En Moa ETAT 
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et, en portant dans l’équation de condition, 


0G ENT a 

on Os — R 

—ax +R?—aa(x —a)— Bay + iA[—ay — aay + Ba(x—a)] 
= R*—2axr+a?* 


? 


qui doit être une identité en x, y, a, R: : 
Terme en ax nul, 
—1—a+iAS —— 2; 
Terme en ay nul, 
—B--iA—i‘Aa=o0; 
Terme en a? nul, | 
a—iAB=1; 
Terme en R? nul, 
Ly NA 


D'où les deux équations qui détermirient « et 8 
a — iAB et 
‘Aa+6—=—iA; 

ce qui donne les valeurs cherchées : 


__1+ A? —2A 
7 1— A?’ AS Tout 


Conclusion. — Si 1 — A? 0, la fonction de Green du problème est 


re 21A 


G(z, ¥3&, n) = lossy + hess FT — SN fu 


ou encore, en mettant en évidence les variables (x, y}, (&, n), 


V(Z—E + (y -n)* 


mit 
EL RE | 
1 — A? V{e- ai) wr R?y \? 
Pn" (> Fa) 

R?n 

17 Baw 

RE 


EL ——— 
Et+ 1? 


" G(æ, y; & n) = log 


2iA 
es a) += zu IC lang 
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Intégration de l'équation des marées. — Montrons maintenant 
comment, dans le cas actuel, on intégrera l'équation indéfinie 
do 09 
sel Aad. = ! Fe oat ; cel 
AG cei te gy, Re ef L* (a, ¥3 2, y')o(a!, y') dx! dy' =f 
avec la condition au bord 


— +iA— —o, A?’—10. 


G(a, y; & n) étant la fonction de Green précédente et & une constante 
auxiliaire, il suffit de poser ; 


ethan ff G didn 

27 J JR 

’ , do" , 09" ee 1 ! a bokeh Py ! ! 
<| ecg ga eat +e f f WG msaiyolery de a | 


Les termes accentués signifient que æ ct y doivent y être remplacés 
parËetn. 

A l’aide d’intégrations par parties, cette équation prend la forme de 
Fredholm; et, si l’on ne se trouve pas dans un cas singulier, elle admet 
une solution unique qui dépend linéairement de la constante auxi- 
liaire & 


Cette fonction 9 satisfait à l'équation indéfinie et il ne reste plus qu'à 
exprimer qu'elle remplit la condition au bord. 
Tenant compte du fait que, à ce bord, 


on ae OS eT 


__ dy ; CK _ 1 L 
Om 5, tA os aan. INT 


! o! fe 
x ies +b! 2 LÉ eo! — f'+ e ff K' o(2", 7") Pie) & | 
€ / (D eer 


ona 


On 
ce qui permet de déterminer k, et le problème est ainsi complètement 
résolu. 


42. CAS DOUBLEMENT SINGULIER. — Les ealculs précédents tombent en 


16% 
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défaut, si l’on a 
AE 


ou en remplaçant A par sa valeur 
26 COS y ab 
a Sad id : 
c’est-à-dire s’il s’agit d’une oscillation dont la pulsation « est précisé- 
ment égale à + 26 cos0, ; autrement dit, sz /e bord du bassin océanique 
coincide avec le parallèle critique. Il ne s'agira pas ici de l'équation — 
générale des marées, mais simplement de la recherche d'une fonction 


de Green G qui vérifie, sur la circonférence qui limite le domaine @, 
Péquation 


Calculons d’abord deux intégrales auxiliaires. 


L'intégrale I,. — Soit le noyau singulier 


_ y—2z 
Cos: 


Na = 


qui admet la période 27 par rapport à chacune des variables x et y,-et 
qui a au point y =z un pôle simple dont le résidu est égal à 1. 
J'envisage l'intégrale pingohibre 


cos ——— 


| 
| 
| 
| 
| 


LI 
haf mer 
sin 
D’après la définition même del,,ona __ | | j 
rah cos 2—* 2x, cos TT | 
Le 
lin hem mee’ werk, A | 
sin 
ù \ 
Une primitive est 
PU nr 
log |sin : | 


ne. 


«+ 
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ce qui donne , 


> ‘i — y\z-h . 2x 
I = tim | lo sin— x) ( PNY nn 4 
a ( 8 à : + [log sin ; he 


aa LA | 2 ; 
== 1m [toe sin — log sin _ + log sin(r — 2) — log sin? | = 0. 


On a donc 


2 
L'intégrale 1,. — J'itère une fois le noyau précédent et je pose 


"27 
LM = | Ni (a, 3) Ni(3, y) ds 
0 


ou encore 
— = 
tex COS cos y : 
- | Pea dz 
3 — Y — 53 ï 
0 Asin — sin 
4 | 2 2 
ce qu on peut écrire 
L 
/ 
| s— x — _s—-2.,. Yÿ—3 5%. — 3 
197 COS ——— COS Pin sin YŸ + sin sin 
mts 2 2 2 2 2 2 
D Z— x Y — 3 . 43, 
° 4 sin sin : 
2 2 
y —x 
af, cos — 
= s+ - - dz, 
0 4 sin sin = 
2x 
T I —2# dz 
i= 5 + 7 COS 7 — DE Los hr 
“a 0  sin- sin Z 
2 
D'autre part, on a l'identité évidente | 
= £ ys . Y—3 ZT V3: S— 
cos cos>——__— sim cos + COS : sin | 
é 2 2 2 2 2 2 
32— x “3 ee got 3 —X Y —3 
sin ine sin — sin : 
2 2 2 
; ae 1 
ST NS DT TES 
sin — = sin 2 
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De sorte que l'intégrale I, peut se mettre sous la forme 


M 
‘en COS 


Tae od ZT ff a I yur 2 if 
= +] f ————— Pik ee PORES, Be EPR 
a Bil dg — “ct ree °  sin2—— 


D 
b 


Or on vient de voir ci-dessus que chacune de ces intégrales est nulle, et 
il reste simplement 


Verification de la formule fondamentale. — Calculons 


— AL ee a Z — 
cos y 


ete ere 2 
1=[ PE ts 7 
— TL 6 2 RE : ag 
2 


sin 2—* Sin 


On sait à l’avance que J = o, d’après la valeur de I,. Mais, en vertu de 
la formule (32), on a aussi 


1 h2?2T ar cos Z 


— Æ . 
oo af; i idee AS 
SMS CON 


sin 


c'est-à-dire, d’ re la valeur de I,, 
du" 
eau f Faso. 
“0 = 


/ 
Tutortme. — S'il existe une fonction G, il en existe une infinité. Soit 
une première fonction de Green G, vérifiant au bord la condition 


leur différence 


Cat We 
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est une fonction harmonique ayant pour condition à la limite 


se Ge 

Dr Li ds D 
Conformément à la méthode de Fredholm, j'essaie de représenter V 
par un potentiel logarithmique de simple couche, dont je prends la 
densité p(s) pour inconnue 


V(x, = f p(s) log = ds’ 
. C he 
Je porte cette valeur dans la condition au bord et j'obtiens l'équation 


homogène 
La 


. 


cosy .,., - Sa ae ee 
2 as if ACL ds'= 0. 


—no(s) + [ets 
Cc 


Fig. 14. 


TX 


Comme la frontière est une circonférence de rayon R, cette équation 
prend une forme très simple. 


Soient 6 et 0’ les angles qui déterminent M et M’. 


On a d’abord 
r= MM'=2R cos, 


d’où, par conséquent, 


cost je + a — Re 
r ds' — pie seh? 
uls 
: pt 6 
, cos 
sing ,, _ sinŸ 1 sind Jp! 2 y. 
r ds'= FR cos ds = 5 cost PORN soa 
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d’où l'équation de Fredholm 


g'— 6 
. "2 18, cos : 
° 0 sin — 
2 
où encore 
6’— 0 
: 2m cos 3 se 
Piel =f So Pare ee: 
; 9 sin 

en posant 


1 on 
ed The p(8/) de’. 


Essayons d’abord d’appliquer la méthode générale 


[Var Ve 


2 
ce qui donne 


ie ns de A a otis DRE 2 ARR 
. d | 


2 


J'applique la formule fondamentale et je tiens compte des valeurs ci- 
_ dessus trouvées pour I, et I, : j'obtiens 


27 
p(9) = p(9) — Lx =f p(8') d8 + o+k. 
0 
Et comme 


I 27% 
Ps. ' ’ 
t= f 0( 8") dé’, 


l'équation itérée se réduit à une identite. 
La méthode générale étant illusoire, 
réelle et la partie imaginaire 


P(8) = p1(8) + ip: (0); 


shape. dire "# 
. + mm 
—————————— 


je distingue dans p la partie 


a me A mnt 
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l'équation en p se sépare en deux : 


p,(9) =— ile + 


pa(0) = xf eae 


Fon (6) d8 + + 2 Je (o ae, 


= pa (9) 40 + - eh = Joan. 


Je dis que chacune de ces deux équations est la conséquence de l’autre. 
Pour le démontrer je me donne arbitrairement p, (0) et je pose 


ARE A Ps 
a= a5 f col 


Je multiplie tous les termes par > L cot— 


1 (6") do” + — f (9") aa" 
de on J. ted 


à intègre tout le long de 


# circonférence et j’en prends les valeitts le 


I f £ qe 
= cot 
2Jc 


d’où, en appliquant la formule fondamentale, 


/ 
À (8!) de! = af ah ar [en — Fo (6") 0"; 


I ie 7’— i] 
= cot 
2 “C 2 


6’ — 
=~ apo) + fe foconan cot 


p2(8") de’ 


6 = A! 


cot dé’ 


‘et, en se reportant à I,, 
! ® 1 
; 6’ — 6” — 0" T 
7 if col Y cot d= - 
4Je 2 2 
he G — 
- |. cot 
a Cc 
on obtient ainsi exactement la première équation 


1 ¢ 6’— 0 
pl) =— vf col — 


Conclusion. — Étant donnée une fonction de Green G, vérifiant au 
bord la condition 


9 n 
€ 


U ! Fi 1 ! 
Pa (0') de’ + Fe fo ae 


OG, jou» Lu 


On 0 Os R’ 
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‘ 
on en obtient une infinité d’autres G en se donnant p,(9) arbutraire, et M 
en posant successivement | 


m=z fo Wet (0) 49 + Sf p20) a0 
hte 
G=G,+ f 9(s)loB 7 as 


Relation avec les fonctions analytiques. — Soit f() une fonction quel- 
conque de la variable complexe s = x + Ly 

f(s) = Pa »)+ (Q(x, y). 
On a les relations 

ap _2Q oR __ 0Q 

0x dy dy dx 
Je pose 

(x, y) =P(x. ¥)—iQ r, y) 


et je cherche la valeur sur la circonférence de rayon R de 


dv ae .de 
on a7 5? 

LRU PS: ph 1 oP .dQ (oP dQ 
Bitte 22-28) 
as nee ”\ 1 oP .0Q {oP , 22 
EE re a) = =—R[ ge rege hee ra ‘Sb 
| = I = #3 oP oP 
on R | ae + Oy, +9(5 is) 

« 
| RU UT ‘oP _ ,aP oe oP 
Lg Rh or l'a +) ; 


ce qui donne, quelle que soit la fonction f(s), 
ov belay Ov  : À 
on Oe aes 
La proposition précédente peut donc s’énoncer ainsi : 
Pour un bassin circulaire limité par un parallèle critique, s'il existe une 
fonction de Green G, vérifiant au bord la relation 


0Go AG, = 
on os’ 
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il en existe une infinité définie par la formule 
G= G+ P(2, y)—iQ(x, AE 


où P et Q sont les deux fonctions associées d'une fonction analytique. 
Ces deux exemples (n°* 41 et 42) donnent une idée des circons- 
tances diverses qui peuvent se présenter dans le cas général. 


CHAPITRE IV. 


LES ÉQUATIONS DES MARÉES ET LE CALCUL DES VARIATIONS. 


43. ÉNONCÉ DU PRORLÈME ET RAPPEL DES EQUATIONS DES MARÉES. — Le but 
de ce Chapitre est de ramener les équations des marées à un problème 
de calcul des variations. Dans l'intention de provoquer des récherches 
et de préparer l'application de la méthode de Ritz, H. Poincaré a 
donné une solution de la question et il a été suivi dans cette voie par 
A. Blondel et M. F. Jager. Mais l'intégrale de Poincaré renferme des 
coefficients qui deviennent infinis à la latitude critique. Conséquem- 
ment, il n’est pas sans intérêt de chercher à éviter cette première 
difficulté. 

D’après les équations (10) du n° 15, chaque oscillation contrainte 
harmonique complexe du bassin formé par l’ensemble des océans est 
déterminée par les équations suivantes, où æ et y désignent les coor- 
données sur la carte de la molécule liquide mise en mouvement par la 
marée. | ee 

En tout point intérieur au bassin océanique ®, 


cos, ___ 9 

u+ 21 Es = ry 

.w cosd 09 

y — Di uw =—- >? 

a dy 
34 à à ee 
( 4) ne de a= Oy ? 


vos gl +I"+F(z,y), 


t'da' dy' 
i : D ee 
w = ff 
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Au bord (C) du bassin, la condition suivante doit être vérifiée : 


ho dx — hu dy — 0. 


44. L'ivrécraLe ve Poincaré J. — Si l’on élimine les pseudo-déplace- 
ments u et v, on obtient les équations (11) du n° 16, qui, en modifiant 
légèrement les notations, peuvent s’écrire 


1 


al Oe 4 0 0 0 4 . (90 On do On 

6 alu) + Jy (duaphsh (ae ae a oe oe)! 
ao — gC+ Il’+ F(z, y), 

(35)- ‘ har — 

Fa 4w? cos? 0 — a?’ 

__ 20h; C0S0 _ 2wah cos0 

a ~~ 4o® cos?@ — at’ 


avec la condition au bord 


‘dg . 2iweos6 de) __ 
(ge tt) =e. 


Pour obtenir la forme cherchée, dans toutes ces équations je sépare 
la partie réelle et la partie imaginaire en posant 


D = + ip, 


¢ =t, + 1, 
Tl’ = I + cI}, 
F = F; + tF,, 


et j'obtiens ainsi les quatre équations indéfinies 
/ 


| à /, à af, do, 0 + 
Ja (a Get) + (4 S21) — des de on Oh A 
se 0x ae ae Oz dy dy dx ft” 
0 ( 09 à 0 09, On @ 
a (MG) + (m2) on ae a 
(36) , Ox dx dy mae dy dy dx 1° 
$7, lt F 
ie eet ap Pigg =o 
+ Tee LC IF, F, 


At” ot gaga + tps = 


1 iy ee me 


nd. ei et feat 


dm. de mé. 
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et les deux équations à la frontière 


h (32 - 20) Le de) Low 


on 

(37) : 
h de + Tite bate, +” 
on Fr as) = 


Je multiplie respectivement les quatre équations indéfinies (36) par 


do, dx dy, 09, dx dy, d6, dx dy, 2 dx dy, 


et j'intègre dans tout le bassin océanique ®, limité par le contour (C); 
cette intégrale doit évidemment être nulle. 

Je dis que cette intégrale se ramène à la variation exacte oJ gue 
intégrale J dont je vais chercher l'expression. 

Les deux premiers termes de la première équation (36) intégrés © 
par parties donnent 


BT get 2 ) 
8p [se (% 2) + 9y i y 09, dx dy. 
Es 0 


ce qui peut s’écrire | 
pal y+ Ey] ao- [ante 
et les termes analogues de la seconde équation FN | 
SAC + ay (gy) bed 
“af Go (2) TT nn 


Envisageons 


O92 On +0) x dys 
feb D apt dy de) ee 
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cette intégrale peut s’écrire 


LS Laz (” | oF D (» Se) | 89; dar dy 


ads de à 988 9381) dey + fin (Bde + Bay) as 
=f { [- "Oy Ox, + Or dy Dé fy À à dx RT Gy I) OP 15 


_ autrement dit, 
Ete * 092 0 09, O92 oft] ae dy fre pels Se SET, 
= fof drone Sperm FE apt ae ar aa 
On a de méme 
do, On do, On 
JA Gy ae) mee 


ee “00, 0892 do, 099, —f 09: » 
=f. fer TFET Ze Oy | dx dy re Os 09» ds. 


D'où, en réunissant ces quatre intégrales, on a d’abord pour les inté- 
grales doubles 


ool CAT ‘O91 ae)! (=) 
fa) +(e) + (GE) +B) Joe 
Ses Cos _ oes ee) 
me LC oy Ox dy pelle 


puis pour les intégrales simples, en se rappelant que 


20 cos§ 
i ea RE 


d 2a cos@ 0 d 60 
— Fa (SE —— 5x) do asin (2 si ea 5e) 8e ds. 


Si l’on se reporte aux conditions à la frontière (3), on voit que ces 
deux intégrales curvilignes sont nulles, car À, contient A en facteur. 
On a ensuite 


Gi Qi x, 
PASSES 


PUS: , 
+ Sree rachis Bd Mort 55 a, + Pad a) dedy, 
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qui est une variation exacte, à savoir 


A pige re * Bees | de dy, 


202k? ark 
et il reste 


Il, 6¢,+ IE, dc. 
fers ee tot 2 dx dy. 


Envisageons ¢, et Il, 


" G(z', y') ! ! 
mian=-f [Rayan 
et par consequent 


sI, (2, n=- ff R(x’, Y')r(æ, y; PRET Et dy’, 
puis 
HL St dae dy 
ti(æ, y) api opal Blan See 
+ == ff EE Grue i 


d’un autre côté, 


I, 3 
sv be — dr dy 


OC, (2, y) is AE me, dy! 
aan Pula aie yy R(x, 7) Fe andy | J, Bay yr yey 


La fonction fs ys a', y') est symétrique par rapport aux paires de 
variables x, y: x’, y'; les deux intégrales quadruples sont done égales 


et l’on a 


Be LR de dy 
I" 57 ete 
elle ILE da dy ff f [ase 
D) 4 be 
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On aïdonc 
II’ 6¢, + I, & aw: 1 ¢, + It, 
Ah IE THE fa aa Lt dy, 


Rassemblant tous ces résultats, nous voyons que les six équations 
du problème ont pour conséquence 


J=o, 


‘ 


en désignant par J l’intégrale suivante 


co sf LM 22)’ (2) (2) (2) 


Ox dy Ox dy k2 
&(S3 +62) & IF, + GIF, GF;+ oF; | 
na am 7 2 a? k? a? k3 } fags 


Remarque. — Cette intégrale, trouvée par Poincaré dans le cas de 
A — o au bord de la mer, est encore valable si le bassin océanique est 
limité par une falaise verticale, comme l'a montré M. Jager. La marche 
suivie ici prouve que le même théorème est vrai si le bord de la mer 
se compose en partie de plages, et en partie de falaises. 


Réciproquement. — Dans le champ fonctionnel Pir Pas Gus Go, OU les 
fonctions 21, 9. vérifient les équations aux limites, si l’on cherche le 
systeme de fonctions qui annule la variation première ÔJ, on trouve 
que ces fonctions sont déterminées par les quatre équations (36) qui 
ont servi de point de départ. 


45. L'intécrare J,. — L'intégrale de Poincaré J contient A, et 1 qui 
deviennent infinis à {a latitude crituque. Il est aisé de former une inté- 
grale J, qui ne présente pas cette difficulté. Pour cela, il suffit de 


reprendre les équations (34) et de refaire le raisonnement précédent. 
Posons donc dans ces équations 


uw =u, +ius. 
vy = + ivy, 
P — Pi +19, 
C=b, Hit, 
[= Wt, + cI, 
F =F, +(F,; 


ee 
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elles deviennent 


20 COS 0 d9: 
a — Pa += + =0, 
a Ox 
26 COS 0 00> 
2 Fi + —— = O, 
Ox 
aa. RS LR Ss 091 mot 
a dy 
26 COS 8 0 
bata a uy FO — 0, 
Ohu, dhe, Coe 
Ox oy Rk Le 
0 hu, 0 hes, + SE 
à dy kK % 
mn, 84, I, Er 
HR TT 
Pa obs IF, F, 


ke atk? DE ak? ak? ae 


la condition au bord se dédouble en deux équations : 


hu, dy—hv, dx = O, 
hu, dy — hv, dx = 0. 


Je donne à w,, u,, 9, v, de petites variations Ôu,, Cu, ov,, Ov, respec- 
tant les conditions au bord, à 9,, 2, G4, Cs les variations ¢9,, do. 
X,, da: je multiplie les équations respectivement par — Aûu,, 
— hôu,, —hôv,, — hôv,, do,, S02, OÙ, 6C., puis par dædy, et j'in- 
tègre sur toute la surface ® du bassin océanique. J’obtiens ainsi une 
intégrale qui est évidemment nulle. 

J'ai d’abord 


ff — h( uy dus + Us dus + 6, OF, + Pa 002) dx dy, 
JD 
qui peut s’écrire 


ff, — (ut + ut ot + ef) dedy, 
® 2 


PE SLT OU, — 0; da — Us O00, + Us dv) dx dy, 
(Q) 


puis 
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qui s'écrit 


2 0 
aff, se A(U,¥2— 0; Uy) dx dy; 


vient ensuite 


| | v) LUE y) 
= ff (SE du + GER dus + Hd sa 2 h av,) de dy, 


qui, par l’application des formules de Green, 
[PS ar ér= [roa-ffo%arar 
[hPa froa- ff OF de dy, 


se dédouble en deux intégrales 


oe du, dy + o,h du, dy — 9,hdv,dx — 9,h dv, dx, 


hd, dhar de asthe | 


l'intégrale simple est nulle, puisque Ôu,, v,, du,, ov, vérifient les 


conditions à la frontière. 
On a maintenant ; 


dhu dhe, Ohu, dhe, | 
J fo [tee “ast apt) +8 (aes + 5") | are 


la somme des deux derniéres intégrales doubles forme une variation 
exacte, à savoir 


dhuy | dhe, Ana SH 
af fale rae + Set) + (GA +S") ] de dy. 


Puis ona 


a (1 991+ 91001 + 62002 + D ots C+ 
[Sete 00 tenta, a f FRE Eoe de dy, 


+ ff fat Bit € 8) dr dy =a ff split 63) dx dy, 


UE ao (Ps + F4) de dy = 8 ff AE Pate de dy, 


dm di 


4 
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et comme ci-dessus 
[A 00, + I, 6%, _»f ff Wai We: 
Hie Poe dady = 3 ff dr. 


En rassemblant tous ces résultats, on voit que les dix équations de 
départ ont pour conséquence 


Bes, à oJ, =0, 
à condition de poser 


h 4 36 
(39) TE 


d hu; dhe: dhus Oho» 
Matte fn pe (ne) eel ae" + ay) le de 


Ca Pi +0292 g(6?+¢3) 
of (orge ess 


+ IF, 52 F,6,+F2% 
en A FT ak Jar ay 


Réciproquement. — Dans le champ fonctionnel u,, 05 U2, 025 Pis P23 
Goa Gas OÙ Uy, Oy, Ua, Va satisfont aux conditions au bord, si l'on cherche 
le système de fonctions qui annule la variation première ÔJ,,on trouve 
que ces fonctions sont déterminées par les huit équations indéfinies 
qui ont servi de point de départ. - | 

Il suffit pour le vérifier de refaire les calculs précédents, mais en 
sens inverse. 

L'intégrale J, ne contient plus aucun coefficient susceptible de 
devenir infini. 


4G. L'ivrécrae J,. — Dans l'intégrale J,, il est facile d'éliminer ¢ 


et {. On a, en effet, 
c dhuy dhe, 
= + —»> 


2 OX OY 
tC, Ohu, , hey 
Tox ‘dy 


Le probleme des marées revient donc a écrire 


aI g= oO 
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en désignant par J, l'intégrale suivante 
| ye meet ut lof a 2 AR CR, Vo— Vu )] de dr 
(40) J.=— à 2.07 2 [ 2 “= 12 2 i 
gk /ahu, diet 
stof uff [Se ( dx dy 
Il, (/dhu, dhe, F, (dhu, | 
(SE ves me) + (SE is dy md 
gh? (d hu, sy 
+[f ET dz + dy 


Il, (Ohu, dhe, F,/dhu, dhe, 
+34 ( dx dy )+ al dx dy ) | aeay 
avec ; 


; re Dé 1/dhu - me) 
. t= ‘a (Se + So ) de dy. 


Cette intégrale J, ne contient plus que quatre fonctions inconnues. 


47. L’iwrécrace J, sur LA sPHÈRE. — Il est aisé de transformer J,, en 


revenant de la carte à la sphère elle-même; il suffit pour cela de se 
rappeler que , | 
~  da*+ dy*= k*(d9*+ sin? 9 d*) 


et que u et » sont des pseudo-déplacements liés aux déplacements 
réels u” et »’ par les équations 


= u 
= =» Vv 
k 


Soient maintenant U et V les com 


posantes du déplacement sur le 
méridien et le parallèle ; on a | 


12 12 2 
de ul? + 0 aL sh i 
ke k? 
1 12 2 72 
2 2 — Us + vs _ Ui+ Vi 
US + RE A, 
Uy V9 — Pi = UP — Vu, = U Ve V,U, 
i 1 2 k2 ve bot ie decks 


On a par ailleurs, pour la dénivellation Z : 


: 
| 
| 
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Sur la carte, 
cee dhu dhe, 
er ae ah dy ? 
Sur la sphère, 


nb PAU SING ORV 


————————— + —— 
; 00 oy ? 
d’où l’égalité | Ÿ 
: dhu dhe 1 [TohAUsin@d dAV 
k? PS el 5 iy a RE oo . 
(= + = el | Ee x | 


Quant aux éléments d’intégration, 


da dy = k* sin 0 dô dy. 
Et l’on voit que l’intégrale J, peut s’écrire 


À 
a = ff fut or+ vi PE Vs VU |sin 40 Ÿ 


GhU, sind OAV, hein ORY, 
z dhU, sing | AAV: ' 
| NA er mar A ir DRE Al 


| tieses g(t?+ 02) 
+f f [-Garten+ EE 


Wi, 6; + Woe NÉ Fit Fits] sin 0 dû dv. 


ss 20 

48. Conciusion. — Cette formule ne contient aucun élément sus- 
ceptible de devenir infini; elle est donc tout à fait adaptée a l'appli- 
cation formelle de la méthode de Ruts. 

Dans le cas fictif d'une mer recouvrant tout le globe terrestre, il n’y 
a pas à se préoccuper de conditions aux limites. On pourra, par 
exemple, développer les huit fonctions-inconnues en série de fonc- 
tions sphériques, et cela permettra facilement de tenir compte de 
l’attraction du bourrelet. 

Envisageons, en effet, le potentiel du bourrelet à l’intérieur de la 
sphére terrestre 


£(6!, y') sind’ dé’ dy’ 
" Le ‘ 
Li rae iy r(p, 8, 9:09) ” 
dans le cas présent le domaine © c’est la sphère tout entière, et, 
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d’après un théorème fréquemment invoqué au Chapitre I, 


NS De ) 
lim — + Il") —=— nf. 
v4 128 7 T 


=1 


Décomposons donc en série de fonctions sphériques € sur la sphère 


et IT” en son intérieur 
G7 EALX,. 


1’ = 2B,p°X,: 


la relation précédente donne : 


et l’on pourra traiter le problème dans toute’sa généralité. 


a 


ANALOGIE 


ENTRE 


LES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES 


LES SÉRIES SPHÉRIQUES 


AU POINT DE VUE DE LEUR SOMMABILITÉ PAR LES MOYENNES ARITHMÉTIQUES 


Par M. Envaxn KOGBETLIANTZ. 


Introduction. 


Les polynomes ultrasphériques 


P(x) (np fig Gy 6,0): 
qu'on définit par la fonction génératrice (1— 2x3 + 3° ya 
i EN"; =n p» À 
(Qa—2æ3 +2) fot u(r) deed] 


et qui jouissent de la propriété d’orthogenalité dans l'intervalle 
(—1, +1) 


0 (mn), 
+ip(x) PR (x) de _ 
ue wart r(:) at +3) à _T(n+2A) | (m=n) 
passif \ (n +2)F() Tin +1) (24) on 
se réduisent pour A = > * aux polynomes de Legendre P,(x) et relient 


les derniers aux Pr trigonométriques, puisqu'on a pour 


x = cosb. 


SE. 2 
es Pia) =< cosh (æ = cos, n21) 
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et aussi pour À =: 
sin(n +1)8 


Pr (a)= sin 0 


(æ = cosb, At). 
La série SAT 


é o! ps 
à [ain Haine — p ye 
PAUSE cos 6’ + sin@sin® cos(o — 9’)]} 


généralise, d’un côté, la série de Laplace ees ) et, de l’autre 


côté, se réduit à la limite pour À —o.à la série trigonométrique, 
si F (0, 9) =f(cos8). 

La découverte (‘) de cette série I m’a permis de ramener à leur 
origine commune toutes les propriétés de ces deux classes de séries et 
d’établir ainsi l’analogie complète entre les séries sphériques et les 


séries trigonométriques au point de vue de leur sommabilité (C, à) par. 


le procédé des moyennes arithmétiques. 

Or, l’ordre à des moyennes arithmétiques de la série I est intime- 
ment lié au paramètre À. J'ai établi, par exemple, que toutes les 
moyennes FP (0, 9) de la série I d’une fonction F(86, 9) bornée sont 
toujours comprises entre les bornes inférieure m et supérieure M de 


la fonction développée, si l’ordre à est au moins égal à 2A + 1, c’est- 
à-dire qu’on a pour 622A +1 


m SF) (8, 9) SM 


; (o20Su, oSpsan; aso, r,2,3,.;:,005 120,024 +2) 
. si 


mSF(0,9)SM  (0£0£r, o£o<am). 


Les propriétés correspondantes des séries trigonométriques de 


Fourier (À — 0) et des séries de Laplace (a= = :) ont été signalées par 
M. L. Féjèr (?). 

De même, le fait qu’il existe des fonctions continues sur.toute la 
RE TE RE ee 


(1) Comptes rendus, t. 164, 1917, p. 626. 
(?) Mathem. Annalen, t. 38, 1904, et t. 67, 1909. | 


es mie at 


a ani, anneal 


Renita LATE 


ANALOGIE ENTRE SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES ET SÉRIES SPHÉRIQUES. 261 


L 


sphère, dont la série I n’est pas sommable (C, 6S) ('), explique la 
différence qu’on peut signaler à ce point de vue entre les séries trigo- 
nométriques et les séries de Laplace : tandis que le développement 
trigonométrique d’une fonction continue dans tout intervalle (0,27) 
est uniformément sommable (C, à > 0) pour chaque Ô > 0, il existe 
des fonctions continues sur toute la sphère et dont les séries de 


Laplace ne sont pas sommables (c, os :) con 


Il est évident que cette non-sommabilité (c, iy des séries de 


Laplace est parfaitement analogue au fait bien connu de |’existence 
des fonctions continues, dont les séries trigonométriques divergent, 
c’est-à-dire ne sont pas sommables (C, 60) : les deux ne sont que les 


cas particuliers pour À = “ et A= de la non-sommabilité (C, 6S) 


de la série I. 
La sommabilité uniforme (c, o> ) de la série de Laplace d’une 


fonction F(9, 9) continue sur toute la sphère (?) ainsi que la somma- 
bilité uniforme (C, à > 0) du développement trigonométrique d'une 
fonction continue sont aussi les cas particuliers de la sommabilité uni- 
forme (C, 5 >A) de la série I d’une fonction F(8, 9) continue sur 
toute la sphère S (‘). | 

En étudiant la sommabilité (Ç, d) de la série I pour À — 1 <Ô£X, on 
s'aperçoit que les propriétés des moyennes d'ordres — 1 << 6So de la 
série trigonométrique doivent être essentiellement les mêmes que celles 


des moyennes d'ordres — : Cah $< de la série de Laplace. 


L'étude comparative des moyennes arithmétiques de ces deux classes 
des séries, entreprise dans ce Mémoire, prouve cette assertion. Cette 
étude ne saurait être remplacée par l'étude de la sommabilité (C, à) 
de la série I d’une fonction F(8, 9) pour À —1< 6SA puisque la série 
trigonométrique n’est pas rigoureusement le cas particulier pour À = 0 
de la série I d’une fonction F(8,p)=/(cos0), mais son cas limite 
pour À0, ce qui exige l'étude directe de la sommabilité (C, à < 0) 


EE 


(1) E. KoGBeTLianTz, Comptes rendus, t. 164, 1917, p. 626. 
(2) T. H. GRONWALL, Mathem. Annalen, t. T5, 1914. 
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de la série trigonométrique, la sommabilité (C, 0), c’est-à-dire la con- 
de 4 . . FE CA 
vergence étant étudiée en détail. Quant à la série de Laplace, l'étude de 


sa sommabilité (C, à) pour — : LUE - est beaucoup plus simple que 


l'étude du cas général de la sommabilité (C, ©) de la série [ pour 
A—1<6SiK(‘). 

En ce qui concerne les séries trigonométriques et les séries de 
Laplace, on trouve les résultats suivants. Les critères bien connus de 
convergence de la série trigonométrique assurent aussi la sommabi- 
lité (Cc, = :) de la série de Laplace (§ 5) qui, ainsi que ia somma- 
bilité (C, à = 0) de la série trigonométrique, ne dépend que del’allure 
de la fonction développée au voisinage du point considéré, si l’ordre y 
Winfinitude de la fonction développée en point W, diamétralement 
opposé sur la sphère S au point M considéré, est inférieur à trois 


demis : y <=: La sommabilité (C, 6 Zo) de la série trigonométrique 


LE 1 ve: à 
et la sommabilité (Cc, é< 2) de la série de Laplace dépendentau con- 


\ 


traire de toutes ies valeurs que prend la fonction développée. 

Les séries trigonométriques ne sont sommables (C, à <o) que 
pour 6 >a—1, où x est l'ordre maximum d'infinitude de la fonction 
développée dans l'intervalle (0,27). Le fait analogue pour les séries 
de Laplace est plus compliqué : en point M la série de Laplace n’est 


’ \ 1 ‘ 3 4 , . 
sommable (C, ¢< ~) que pour 5 >a — 57 Où x est l'ordre maximum 


d'infinitude de la fonction développée sur toute la sphère, mais si la 
fonction développée devient infinie d'ordre + en point W, diamétrale- 
ment opposé sur la sphère au point M, il est nécessaire de plus que à 
soit plus grand que = 1:5>%—7r. 

Vu que les séries absolument convergentes sont sommables (€, 2) 
pour chaque 5 > — 1, nous en déduisons les corollaires : la série tri- 
gonometrique ne converge nulle part absolument, si la fonction déve- 
loppée devient én un seul point infinie d'ordre & > 0; la série de 
Laplace ne converge pas absolument en point M, si la fonction déve- 


(1) Les résultats qui se rapportent à ce cas général-ont été publiés dans les Comptes 
rendus, 1. 169, 1919, p. 322. 


— "ide 


1 
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loppée devient en point W, diamétralement opposé au point M, infinie 
d'ordre y > 0; la série de Laplace ne converge nulle part absolument, 
si la fonction développée devient en un seul point de S infinie. 
, I ee Lt 
d'ordre a> =: ù 
La série de Legendre est le cas particulier de la série de Laplace | 
pour F(6, 9) ==f(cos®) et l'on trouve les résultats suivants : la som- | 
ET I re , Ss : 
mabilité (c, oe :) de la série, de Legendre en un point frontière, soit 


pour fixer les idées en point —+1, ne dépend que de l’allure 
de la fonction développée au voisinage de l’autre des deux points fron- 
tières et, en dénotant l’ordre d’infinitude de la fonction en ce point 


25 3 +: : ‘ 
frontiére, æ——1, par y, on ay < © comme condition nécessaire de 
if 
ee 1 ee , 
la sommabilité (c, è — :) de la série de Legendre en point æ = +1. 


Au contraire, la sommabilité (c, o< :) de la serie de Legendre en 


point a= +1 dépend en outre de l’allure de la fonction développée 
à l’intérieur de l'intervalle (— 1, +1) et la condition nécessaire de la 


sommabilité (c, 8 >—3) au point frontière æ = + 1 est S>6,, OÙ Co 
est le plus grand des deux nombres 27 — 1 et 8 — *; 8 étant l’ordre 
maximum de l'infinitude de la fonction a l’intérieur de (—1, +1) 


et y l'ordre d’infinitude de la fonction au point frontière opposé 


D 1: 
Par conséquent, pour |æ|=1; la série de Legendre diverge, si la 
fonction développée devient en un point quelconque infinie d'ordre 6 


. ’ x 4 SL Q 2 
supérieur ou égal à un demi, BZ >> et ne peut pas converger absolu- 


ment en un point frontière, si la fonction devient en un point quel- 
conque infinie d'ordre positif a (a > 0). 

Les questions de la sommabilité (C, 6<o0) (') de la série de 
Legendre en des points intérieurs, |v {<1, de l'intervalle (—1, +1) 


(1) La sommabilité (C, 6 >o)a été étudiée par M. H. T. Grouwall (Wathem. Anna- 
len, t. 13, 1914), et la convergence par M. Hobson (Proceed. Lond. Math. Soctety, 2° série, 


t. 7, 1909, p- 31). 
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ne se prêtent pas à l’étude, si on la considère comme le cas particulier 
de la série de Laplace, et exigent l’application de méthodes directes. 
J'ai démontré (‘) que la série de Legendre en un point intérieur 
n’est pas sommable (C, 6<6,) et l’est (C, d<o) pour 8 > 6, où 
89(59<0) est le plus grand de tous les nombres 27, — SIÉYe ot 


Ye—1(K21), Yo, Yo et y4(421) dénotant les ordres de l’infinitude de 
la fonction développée en points frontières x, = — 1, x, = +1 et en 
points intérieurs x,(#21) respectivement. Si y, ainsi que y, ne 
dépassent pas un quart, Yo, YSZ? et si à l’intérieur de l'intervalle 
(— 1, +1) la fonction développée ne possède que des infinis logarith- 
miques, la série de Legendre en un point intérieur est som- 
mable (C, à <o) pour chaque 6 > — 1. Mais ces résultats dépassent 
les cadres du présent Mémoire et leur démonstration fera l’objet d’un 
autre Mémoire. 

La méthode de sommation par les moyennes arithmétiques d'ordre à 
d’une série 


» Un = Uy+ Uy + Us... 
0 


conduit, comme on sait, a la formation de la suite ey eee ote 
s?', ... des moyennes arithmétiques d’ordre à de ses sommes partielles s,, 
$45 Say 3 Sp My + Uy +... + Ug, oe! d 


rir gis," A n(n —1)(n—2)...(n—m+1) 0.5 
(Olina eo IS m 
nu ES D eres earn DES ers eee Dee n +0 (9 >—1). 


On voit qu'en dénotant A® le coefficient de s” dans le développe- 
ment de la fonction (1 — 3) en série de Macläurin 


1 = 
Gaye = 2 As, 
donc pt 
s Ao T'(n+6+1) 


T(r+1)T(9 +1) (96 sul 
RE emma eme UT EU 


(1) Comptes rendus, 1. 169, 1919, p+ 423; le cas particulier pour À = = 
2 
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on à 


n n 
(8) (6) — 6 (6)— > (te hee > à 
AY = = AG Si = a Um. 
à ; 


m=0 m= 
On envisage la suite des moyennes s® au lieu de la suite des sommes 


partielles s,—=s® et l’on attribue à la série Ÿ u, la somme 5, si pour 


(Q 
une valeur quelconque de 5 > — 1 existe la limite 


lim s= s. 
Dans ce cas la série uy + u, + u,+...+U,+... est dite sommable par 
la méthode des moyennes arithmétiques d’ordre à, bref sommable (C, 6), 
avec la somme s. La convergence n’est que la sommabilité (C, à = o) 
* et l’on voit que la sommabilité (C, à) constitue la généralisation la 
plus naturelle de la convergence. 

Parmi les séries divergentes et sommables (C, à), celles qui divergent 
plus fort ne sont sommables que par les moyennes arithmétiques 
d’ordre 6 plus élevé que celles qui divergent plus lentement. C’est le 
sens de {a condition nécessaire u, = 0(n’), c'est-à-dire 


lim“=o (8>—1) 
n=o it 


x 


de la sommabilité (C, à) d’une série Du, par les moyennes 


2 0 
d'ordre à >— 1, qui généralise la condition nécessaire lim u, = o de 


n= 


la convergence. Par exemple, des deux séries 


ye" =1—I+I—I+.... 
Dem (a+n=1- ars Gr... 
h=—=0 


la seconde série diverge beaucoup plus fort que la première, comme 
on voit en comparant les oscillations de leurs sommes partielles 
pour n—®, et ce fait se traduit en ce que la série 1-—-1+1—1+... 
est sommable (C, à) pour chaque à >o, tandis que la série 
| Ann. Ec. Norm., (3), XL. — SEPTEMBRE 1923. 34 
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1— ++ 3 — 4 +... n’est sommable (C, à) que pour 6 >1. La série 
est ste (C, 3) pour chaque ¢>6,, si elle l’est pour $ — 0%: 
donc chaque série, qui est sommable (C, à < o), converge nécessaire- 
ment. La restriction à > — 1 ne nuit nullement, car les séries absolu- 
ment convergentes sont sommables (C, é) pours >—1. 

Dans tout ce qui suit les notations 9(n) = o(n*) et }(n) = O(n?) 
signifient que l’on a, pour 7 +, P(n)= Er, où lim +o; 


et |Y(n)| << K.n8, quel que soit n = 0, 1, 2, ..., 2 et où la constante K 
ne dépend pas de n. En particulier, ¢(n) = o(r) et $(n) = O(1) 
signifient limg(n)= 0 et | b(n) |< K quel que soit n = 0, 1, 2, ..., %. 


4. — La sommabilité (C.d<o) des séries trigonométriques 
des fonctions à variation bornée. 


Il est bien connu que la série de Fourier 


f(3)en - a+ D (ar cosn0 + by eee (o<9£ar), 


a=1 


où 


Ss 
RE if “7(8) ry n 9 dû (nn On. Fy Be 00). 
converge en tout point 6, de l'intervalle (0, 27), où existe l’expres- 
sion 


~[ f(4)— 0) + f(Go+ o)1, 


vers cette expression, si la fonction développée est à variation bornée 
dans tout intervalle (o, 27), sauf les voisinages des points 


C= 4, (A1) 


en nombre fini, où elle devient infinie. La convergence du développe- 
ment (rigonométrique en un point 0 — 0, ne dépend que de l'allure 
de la fonction développée autour de ce point 9 = 4, et il semble, au 
premier abord, que l'ordre de l’infinitude de la fonction en des points 


isolés 0 = 0, (#21) de l'intervalle (o, 27) n’a aucune influence sur la. 


convergence de la série en d’autres points. Mais le fait bien connu que 


ne à 
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les coefficients a,, 6, sont de la forme O(n*-'), où « est l'ordre maxi- 
mum d’infinitude de /(4) en des points isolés de (0, 27), nous montre 
qu'il doit exister une dépendance entre l'ordre  d’infinitude de la 
fonction développée et le mode de convergence de la série trigonomé- 
trique de Fourier. 

Mais, comment peut-on comparer la convergence de deux séries 
convergentes? Comment peut-on mesurer le mode de convergence ? 

Toute réponse nous fournira une classification des séries conver- 
gentes. Or, on a déjà une classification des séries divergentes dans la 
méthode (C, à) de sommation des séries divergentes par les moyennes 
arithmétiques de différents ordres à >. On élargit cette classification 
des séries au point de vue de leur sommabilité (C, à), en considérant 

. aussi les valeurs négatives de 6(6>—1), et Pon obtient ainsi la clas- 
sification des séries convergentes. 

En étudiant la sommabilité (G, à) pour - 1<¢<o des series 
trigonométriques de Fourier, nous pouvons trouver la loi selon 
laquelle l'influence des points singuliers de la fonction développée, 

2 qui est trop faible pour détruire la convergence de la série de Fourier 
: en d’autres points de l'intervalle (o, 27), détermine le mode de 
pe convergence de cette série. 
La loi cherchée est bien simple : f(0) étant à variation bornée dans 
les intervalles (o,  —«) et (E +, 27), et de la forme 


f(@)=eol6—Ef-*+9(9) (Ee 9SE +85 a<1) 


dans l'intervalle (E —¢,%+¢), où a<1 et ou 2(0), est à variation 
bornée, on a le théorème suivant (*) : 


Tuéorème. — La série trigonometrique de Fourier de f(4) convergente 
partout dans (0, 27), sauf le point 4 =<, n'est nulle part sommable 
(G, 6) pour 6Sa—1 et l'est (C, 6 > a —1) avec la somme 


AT f(@—0) + F5 +0)] 


partout, sauf le point § = Le 
ee ee 


(1) E. KocBeTuantz, Comptes rendus. |. 168, 1919. P. 1143. 
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On voit que la convergence de la série trigonométrique n’est que la 
conséquence de ce théorème puisque l’on a toujours « — 1 << o et une 
série sommable (C,  < 0) converge sûrement. 

Il est à observer que les moyennes d'ordre 6<a—1 de la série 
trigonométrique de (8) oscillent entre — æ et + «, mais ses moyennes 
d'ordre à = « — 1 qui oscillent aussi sans tendre vers la limite déter- 
minée restent toujours bornées. 

Ce théorème fait voir qu’on ne peut pas substituer la sommabilité 
(C, Ê Lo) à la convergence dans le théorème classique de Riemann, 
puisque, quelque petite que soit la valeur absolue de 6, la somma- 
bilité (C, à < o) de la série de Fourier dépend de l’ordre « de l’infini- 
tude de la fonction développée; donc elle dépend de son allure dans 
tout intervalle (0, 27). 

Une autre conséquence de notre théorème consiste en ce que la 
série trigonométrique ne converge nulle part absolument, si la fonction 
développée devient en un seul point dans (0, 27) infinie d'ordre «> 0, 
puisqu’une série qui converge absolument est sûrement sommable 
(C, 2 <'o) pour chaque 6 > — 1. 

Pour démontrer le théorème énoncé, nous devons étudier les 
propriétés de la moyenne arithmétique S?(8) d'ordre négatif à de 
la série 


0 sin@  sin20 sin 3 0 sin 7 0 
+ — + +...+ + 


2 I 2 3 


On démontre les deux propositions suivantes : 
TR: ~ sin r 6 
I. La série - +> est sommable (C, é>—1) avec ta 
1 


T . ' 
somme — pour 0 <4 < 27 et méme uniformément pour 
eSOSam—e (e>0). 
Il. Les moyennes arithmétiques SŸ' (0) sont bornées dans leur ensemble 
pour oS 0Soatetn=0,1,..., 2, pourvu que l’on ait 6 > — 1. 


C'est-à-dire on a 


lim SÈ(9) — © (0o<46<an;d>—1) 


l-t@ 2 


_centres de leurs cercles Y,, Y2» Ys les points singuliers 
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et aussi 


[SÈ(8)|<e (oS OS an; n —0,1,2,3,..., 0} peat 


ou la constante c, ne dépend que de 5 et tend vers l'infini quand à tend 


vers —I., 


Désignons 
' n 
à (0) = NE +> Ab, piney: 


m=1 


Nous déduisons facilement de la fonction génératrice U(z) 


a) 1 i—ze-"" "D .zsin0 6 wrsinmé 
(s) = - + —log ——_,y = 5 +arctan = - 3" 
Ÿ 2 At. "1350 2 8: —zcos0 recs m / 
m=i 


la fonction génératrice de la suite des quantités 9 (0) : 


> À (6) 5™— = ce ae 
el 1 (Fa) 


® Soit à Lo. Pour déduire l'expression de (0), nous employons la 


méthode de Stieltjes ('). On a, en posant y(2) = (3), 
3 


= n+5 i n+ù —i0 
$87 Sa) ps arrPets) _ ste Peal fos 
pg om (9) = ayes — Goat a HE NEA À 
m=0 x 
donc 
52+8 @(s) ds 


ri où (0) = $= 
ani ok (9) J ai (é>—1), 


où le chemin d'intégration C, consiste en trois lacets consécutifs 
L,, L, et L,, ayant leur entrée commune au point s=o et pour 
e~*, 1 et e* de 


n+5 9 


3 


la fonction 
(3 —1 


Les rayons des circonférences 7, Ya Ys» ainsi que le rayon du petit 
cercle y autour du point 2 =o sont égaux à €. Les branches des fonc- 


2 respectivement : 


( ) Sur les polynomes de Legendre (Annales de Toulouse, r'egérie, t. 4, 1890, p. (1 ct 17). 
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tions multiformes 9(3) et eh sont définies par la condition que 


ces fonctions sont réelles au point s = 1 + €, qui se trouve à mi-chemin, 
l'intégration commencant au point =: = — &. Donc, en ce points = — €, 


Fig. 1 


nous devons considérer la branche [o(z) — =| de la fonction ¢(s) et 
vu que les Date prises suivant les cercles y,, y., y, et suivant les 
arcs du cercle y s’évanouissent, quand on fait fone € vers Zéro, on a 
pour € 0 : 

ig 


= {1—<¢)e™ —iù es a 3 ie te LR à 
aniop (6) =f ine Nel ts ITR Let 
é (z—1) (1—E)e—i0 (aa) 


ce—i8 


“ exe [| L: * o( u )u"+è du seemed [7 o(u) un+5 du 
€ | mts 


(rye (1— u)+à 
(1 — €) «id ed 
gG)s ds | (°° [e(s)—r]s"# ds 
À ced (5—1) +8 +f Bon a 
(9<o). 


A la limite pour € = 0, il vient 


acy = Hef o(u) ur? du Ass nf sn+8 ds 


T (Gr ape ui? (z— 11 
où 
6 sin 6 
olnj= = are lang 2%" 
NE RTS © y — cosb 
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Or on a 


sind : 
en leer ost anf a| aretang se Ms | 


= sin 6 ——————— “sin? 
: ie estas 2 


puisque, pour #70, 


2 
1—2u COS6 + v= Le + u)sin? | + [er u)cos ? |'2 sin. 
Pa a 


6 
= = 2(1—u) cot-» 
sins 


Mais | 
are eens ae agile a 
* 1 — Cos 0 2 
done 
sin 


— arc tang 


T 
o(u) — — =arctang nr 
; 2 1 — cosé 


u — cos 


et il vient 
9(uy= = +2(1—u)h(u, 9) cots, 


o£h(u, 0)£1 pour 0<6<onr et o£u<i. 


On obtient maintenant : 


sin (1 + Dé fs o(u) unt du 
0 


big (r— ayet® 
__sin(i+è)r\r T(n+d+1)T(—9) "hu, 6) un? du | 
Tt jo T(a +1) Thi? 9 mae a ee ei 


= apes 2181 col (oS a(8)50) 


De l’autre côté, ona 


A , 1 i 
ae 1 et zn+Ù dz < i EB pnts dz 
AP Go| as) Gao 


: 1 
1 RO da. spl u"+? du 
ea gt ie De Seas: 
aie 10 plô+t = AUS) HO NE 
Af’ 0 | ae | At 9 sin — 
2 
I 1: < 


x 9 sa ce. {Gye 3 g\o+1 
(n +6-+1) A (sin :) (d+ 1) AS (sin 3) [in +1)sin =| 


2T(1+û) 
:] 


ae NS 


18% 


ï 
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puisque | 4 
Qu e®—1|=1— 2ucos8 + u?2sin—- 
Définitivement on obtient pour —1< 0 <0 
§ 
a(6) + 2181 hn (0) ear 2h1,(0)T(1+0) 
$0) = iT ee ES M OP Re nae 
(1) ‘ n (n+i)sinz [ça + sin] 
| [o<h,(0)<1; |A,(0)|£1]. 
On voit que l’on a 
lim SÈ (9) = = 
5 u=@ 2 
pour o <§ <2, à > — 1 et même uniformément pour 
e<O£an—e, * d>-—1. 
Pour —— <0<2n——" ona 
i nm+i n +1 
(n+1)sin 221, 
d’où, grace a (1), 
ë 3,6 BY ge, A Fie Sle 
IS (OT< > rai Ses (rarsters n+! 
Mais S®(0) sont bornées dans leur ensemble aussi pour 0 << — 
A+! 
et pour 27 <@<on. Soit d'abord oS 6S—"—- Ona 
n +1 n +1 
: - qty AŸ,, sinmé NG A® 
[S2(9) | = S2(8) = = + Aa = <a AD | 
m=1 mai 
ais Ae T n+o+1 Pe 
=n+r A®  n+1 1+0 Fr (osas =). 
Or 
Abou Rita aa 


donc pour 27 — —— <6£2#, on a aussi 
n+I 
3 
S&(0)]< 
IS ter: 
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Par conséquent, on a prouvé l’inégalité 
Ys 2 3,6 se ey fe 
F (2) |S1(8) |S 5 (oS OS 1, 6 >—1; Rn—O,1,2,.... 00). 


4 La présence du diviseur 1+ 6 est causée par le fait suivant : 
le segment AB du phénomène de Gibbs, qui a lieu pour 6 << o aussi 


3 
Fig. 2. 


a] 


Se : 
bien que pour o£Ô<£1, est égal à zéro pour d= 1, s’allonge de plus 


en plus, quand 6 diminue à partir de ¢=1, et tend a devenir infini- 
ment grand, quand à en diminuant s’approche vers — 1 : 


Posons /= AB. On a 
i= (3), Leo, {u)=0 


et 
lim 1(0) =+ ©. 
6=-1 


il serait très intéressant d’étudier en détail la loi qui régit ce 


phénoméne de Gibbs généralisé, c’est-à-dire d'étudier la fonc- 

tion (8) pour —1< 9 <1. 
La moyenne arithmétique 

— f(0) — s'exprime ainsi : 


d'ordre à de la série trigonométrique 


I 


à 5 27 a : 6+ b+n! : 
VOS (u) qu — 8) du = à f +2 f oe 
SP (9) zJ, f n ae “a aa 
ss =I, +h +h, 
où l'intervalle 

(i) = (0. an) — (8-0, 0+n)—(È— Ete 10) 
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et où s (x — 0) signifie la moyenne d’ordre à de la série 
~ + cos(u — 9) + cos2(u— 6) + cos 3(u—0)+...+ cos n(u—0)+.... 
4 . 


Il est clair que l’on a 
d Si) (x) 
dx 


sx) x 
En substituant u = 0 + x dans I’, on obtient 


‘ .0+n . a +" fi 
C= | Su) su — 9) da & | S(G+ x) s(x) dr 
TR Jg—y Ta 


n 
= à f (16+ 2) + (0-2) 8(x) de 
1 : ñ 
= Spee EE s(x) dx + AY U(x) s(x) dr. 
La fonction 
P(r) =f(9+ x) —f(9 + 0) + f(6— x) — f(9 — 0) 


est a variation bornée dans (0,4); donc b(x2)=¥,(a#) — (x), 
où ,(x) et d,(x) sont monotones, et en appliquant le second 
théorème de la moyenne on obtient 


Le Ho oh, 


+ =f [Ui (a2) — de(x)] (x) de = i + i", 
eA 


ou 
ñ 0 
m= tba) f si®)( x) de — 2 44(n) f s® (x) dr 
t n° t r" 
ns Ce OU HOD 826m) — TOT 


Nous avons 
di(0) = Ye(o) =0; 


donc quelque petite que soit une quantité positive fixe e nous pouvons, 
grâce à (2), pour chaque valeur fixe de 8 > — 1, choisir nh=n(s 6) 
assez petit pour avoir | 


M € 
lin | <- 2 
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Ayant ainsi fixé 7, nous avons pour nz N = N(e, ©) 


=13)/. 28 T € ., « 
S®(n) 1 rond - (n2N); 


donc, pour n2N, 


€ 
A i 


4 


ws f(6+ 0) + f(G—0) 


et par conséquent 


jn eo Le  [n2N(e, 0)], 


d’où la conclusion : 


n= œ@ 


(6 >—1). 


De même on prouve facilement que l'on a 
lim [= 0 


n = © 


pour chaque ¢ > —1, parce que f(9) est à variation bornée dans les 
limites d’intégration : 
+ Ab—% B70 27% 
ee ies + + [ ; 


0 on E+n' 


en supposant, pour fixer les idées, 9 < + 
Vu que f(8) = /,(0) —.f:(0), nous avons par exemple 


\ 


6—n 
ff f(a) si) (ue — 9) du 
— 6 ; 
=i f (he—2)— flO — 2198 (2) de 
; § 0 
ae LAo) f sa (æ) da — Aro f sO (a) dr 
Te 1 Te oa 
= £49) $96) — 82¢n')| — AL? 82(4) — S29") 
iT : -_ ; 


eo 


ou 7) et 4’ dépendent de x, mais restent toujours =. Done, en 
… s'appuyant sur l’uniformité de la convergence de la suite ; S(æ): 
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. . v4 . 3 . 
vers la limite constante — dans l’intervalle (n, 2x — n), on obtient 


6—" 
lim — f(u)s®(u—6)du=o (d>—1). 


= U 
n=e ° 


Le même raisonnement s’applique aux deux autres intégrales et nous 


’ 
voyons que l’on a ae 
im I? =0, 


n= 
quel que soit ¢ >— 1. 
Pour étudier les conditions sous lesquelles liml, =o nous avons 


n = 
besoin de la formule approximative pour la moyenne s® (x) de la 
série 
+ COST + COS2Z +...+ COSRT +.... 


CRE 


On la déduit à l’aide de la même méthode de Stieltjes, qui nous a 
donné la formule approximative (1) : 


o 
I à I [(— 3 
- +> SU cosma = — ——_—_————___ 
2 2 1— 23 COST + 3? 
1 : 


d’où 
D DT) m1 À te Bao = q(5) 
À 2(s—1)®(1—2scosr+s%) 
et 
2h (æ)= f 9(2)de= [ 9(s)ds +f p(s) ds + [ 9(2)ds. 
Cc, ' L, a 
Or À 
—in+ô)x { pix 
dentin (ao te sie CAE 
are beak in eee *)p(s) 2 (et _ 1)8 (e-ix__ giz) 
et 


1 eiltn+ô)z (eiï+ 1) 


ds = 3 — eix : 
ser), 92) de = him (ee) 9(2) = 5 Ee 


done 


Le cos] (+ à + | 
PE eee SORT RARE RO na Oe ; 
+ ai 9(2) ds. 


ot - ê+1 
‘» SIN — 
; 2 
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- sini (1+ ¢) 244 dt 
am fo? GE ze (1—t)® (1— 2t cosx +f) 
et, par conséquent, il vient 


cos (n+ oe FR bar 
AC 2 2 


Mais 


g(a) = M = —., + r(x); 
# A (2 sin? ): 
2 
où a | 
. 1 = 
i r2)(a) |< |sindx| (' ert8(1—t)-P de | lo] . 
nm = x AÔ : E er = 2 2 
4 Bote 0 sin? = (nr +1) sin = 


En appliquant cette formule, on obtient 


sia 
hae Ÿ ftu) 8 Ce — 6) du 


= Ps 
ea 1+0 1+0 
E+n cos { (2+ ——})(u—0)— T 

Se = 2 du + p') 
= S(4) ANGLED UT Pr 

A u—~6 

TAn VE (2 sin 2 ) 

=f. + pr 


oe En ee 8) du 
Ul | al (6) ae: a 
Pas f Kuyr(u— 0). 


—" 
Dans l'intervalle (E—n,Ë+n) 
f(u)=eo|u —EË| *+o(u); 


donc 
\f(«)| < | u—t|-*, 


puisque o(u) y est bornée. En résumé, on à 


il : du He 
ite LOUE Liles f ee aed Pe Spe oe ae 
lpn’ | n +1 Ji ast : sint 4 n +1 


et l'on voit que lim’ = 0 pour chaque valeur de à > 1. Quant à, 
n= 2€ 
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ona 
6 i+6d 
‘eq cos| (m+ (u — 4) — D à 
= 4 lu — Er du 
— TA® ( — 9\1+6 
n 2 sin ) 
+ 1+ Ô 
t+n Q(u) cos | (a + “ =) (u 6) — = n| 
1 
+ sf du 
Tr AË é—n' (2 sin ane 
2 
ar dean it 


: Jade ONC | à UT 3 
La fonction 9(u) (2sin : ) est à Variation bornée et, en 
appliquant à l'intégrale 4," le second théorème de la moyenne, on 


‘obtient pour chaque 6 > —1 


€ fe (a Sey): 


UN) semis NCIS ER ——— 
| i ae Bed) air ete 


done on a limi’ =o pour chaque valeur de ¢ > -- 1. Quant à l’in- 


n=e 


tégrale z,, nous la transformons comme suit : 


| ae +?) at Pa 1+ 0 | 
A à cos[@, + (n+ rope dd cos | &, (n+ ye | a 


: ; 2 
a= T A‘ J [2 sin (£ |, Fs 2) x [> a: (3 er rg | | as 
: 2 2 


: 2 


ou 
2, = (n+ =") (9 


{ ss ome. XIE | | 
Les fonctions [2 sin( = = 3) sont monotones et, en appli- 
quant le second théorème de la moyenne, nous décomposons i, en 


somme de quatre intégrales, toutes de la forme 


‘ k cie EST dx 
Ja, a cos| 9, + ( ae i Je = GW) bey Feat) 


ANALOGIE ENTRE SÉRIES TRIGONOMETRIQUES ET SERIES SPHÉRIQUES. 279 


À \ En 6 I+ 0 ax Vw x 
— <2} cos, f cos (r ri Ve sin Qn f sin {in a pean 
AV Xe 2 x à 2 Fhe \ 
1+0\*! 

hy (n+ ) | (Ar ) Un 4 (ri ) Un i 

= a : : dw 

= 5 { cosQ, cosw— + sin, sine —+ 

4 | ta RE & 1+ 2. cb 
2 (x + 2 ) An 


Les intégrales 
© 


"= cosw do "+ sinw do) 
— et | ———_— (a<1) 
0 


x x 
‘ 6) [A] 


convergent et nous voyons que l'intégrale 7, oscille entre — æ et + © 
quand n>, si 0<a—i.Si 6=a—14, 1, reste toujours bornée, 
mais oscille pour n--9 sans tendre vers une limite déterminée, 
comme cosQ, et sinQ,. Enfin, pour ¢>>«—1, nous obtenons le 


résultat cherché et l’on a limz;= 0, si D > x — 1. La même conclusion 


n=< 


s'applique à l'intégrale I’, et par conséquent on a pour d>a—I1 


lim 1, = 0 (d>a—1). 
nee 
C’est la condition nécessaire de la sommabilité (C, à) de la série tri- 
gonométrique et par conséquent elle n’est nulle part sommable 
 (G,é<Sa—1). Les moyennes f:3(8) oscillent comme I’ entre les 
—. bornes finies pour à = « — 1 et entre — «et + ®, sido a—l. 

Il est à observer que la série trigonométrique de la fonetion & varia- 
tion bornée (0) qui ne possède dans (0, ax) que des infinis loga- 
rithmiques, autour desquels elle a la forme 

' 


F (4) = colog | 9 — El + 9(9), 


(6) étant à variation bornée, est sommable (C, à) pour chaque valeur 
de 6>—1 partout dans (0, 27), sauf le point 6 = &. On le prouve, 
en s’appuyant sur l’inégalite 


RL cope runs 8y pti a login #1) 
L loge eos] n= (+ )elari< PT > 


2 


n 


4 5 7 > p] ‘ 5 limI' =o 
ce qui entraine, pour chaque De Le Mr TS 


n 
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Citons, comme un exemple, le développement trigonométrique de 


la fonction log Tay dans l’intervalle (— x, +7): 


Tw n u 


n=1 


Ç 6 f"" sinu du À 
Lost Def lhe: (—r20£7r). 
0 


Ce développement est sommable (C, à << o) pour chaque > — 1, 
si 90, donc a fortiori converge, mais il ne converge nulle part 
absolument. 


2. — La série de Laplace. 
La sommabilité ( KS *) de la série de Laplace 


IL. F(6, De LS (n+) [fre 9') P, (cosw) do’ 


[cosw = cos@ cos 6’ + sin 9 sin@'cos( — 9’)] 


est étudiée en détail (*) et le but de ce Mémoire est l’étude de sa som- 
ee - i im : ale we ., 
mabilité (C, à) pour d< 5" Le cas à —0 (convergence) a été étudié par 


Poisson, Dirichlet, Bonnet, Dini, Heine, Darboux sous l'hypothèse 
que la fonction développée est à variation bornée partout sur la 
sphère S, sauf les voisinages des points isolés, où l’ordre de l’infini- 
tude de la fonction F(0, 9) doit être inférieur à trois demis, puisque 
_ la série de Laplace de F(9, 9) diverge partout sur la sphère, si la fonc- 
tion F(8,?) possède sur S des infinis d'ordre supérieur ou égal à trois 
demis (?). Mais la convergence de la série de Laplace en points dia- 
métralement opposés sur la sphère S aux infinis de F(8, ©) est restée 
jusqu'ici inétudiée. | 


AS) EES a Dane NOT ek 0) UN JOINT ce RS 
(1) L. Fésèe, Mathem. Annalen, 1. 67, 1909, p. 76-109. — A. Haar, Rendiconti di — 
Palermo, t. 32, 1911, p. 132-142. — S. CHapman, Mathem. Annalen, t. 7%, 1912, 
P. 220-226; Quarterly Journal, t. 43, 1912, p. 1-50. — T. GRONWALL, Mathem. 
Annalen, t, 74, 1913, p. 213-270; t. 75, 1914, p. 321-375. — E. KOGBETLIANTZ, Comptes 
rendus, t. 169, 1919, p. 54. | 
(2) DarBoux, Journal de Liouville, 2° série, t. 19, 1874, p. 16. 


Ws 
he 
| 
| 
| ; 
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En étudiant la sommabilité (c, < =) de la série II, nous suppo- 


sons que F(0, 2) est à variation bornée sur S, sauf les voisinages des 
points isolés M4, où elle devient infinie d’ordres «,. De plus, F(9, +) 
est supposée absolument intégrable sur S et, par conséquent, les 
valeurs des a, peuvent dépasser trois demis, étant limitées par la con- 
dition «,< 2. Nous avons désigné tous les infinis de F(0,+)surs, 
à l'exception possible du point (r—0, 7+ 9), diamétralement 
opposé sur la sphère S au point M(6, 9), où l’on étudie la série IT, 
par M4(04, 9x) (£21), en réservant la notation W pour ce point 
(x — 0, x +0), si la fonction F(9, 9) y devient infinie. L'ordre y de 
l’infinitude de F(9, ©) en W doit être inférieur à trois demis, puisque 


nous nous proposons d'étudier la sommabilité (c, os 2); et la condi- 


tion d >> y" 1 est nécessaire pour la sommabilité (c, > :) de la 
série de Laplace. 

Nous n’avons pas besoin d'appliquer la définition la plus générale 
de la fonction de deux variables à variation bornée (*}), et il nous 
suffit de la définir avec M. Chapman (?) comme suit : F(9, +) est 
à variation bornée dans le voisinage du point (6, +), si elle est à varia- 
tion bornée sur un certain arc de chaque demi-grand cercle de 
direction }(oS}S27), issu du point (4, 9), la longueur de cet arc 
étant /(L), pourvu que la borne inférieure des valeurs de la fonction 
IC) dans l'intervalle (0, 27) soit positive. On démontre (§ 5) que la 
série de Laplace d’une fonction F(8, 9) absolument intégrable sur S 


est sommable (¢, ) en un point M(0, z) de, si F(4, ¢) est à varia- 


L 
2 


tion bornée au voisinage de ce point M; mais on peut aller plus loin et 


l'on démontre (§ 5) que tous les critères connus de la convergence des 
séries trigonométriques s'appliquent et deviennent les critères de la 


sommabilité (c, =) de la série de Laplace. Par exemple, la série Il est 
sommable (c, :) avec la somme F(0, ¢), si F(6’, 9’) satisfait sur la 
Sn ue M 


(1) Cf. par exemple DE LA VALLÉE POUSsix, L'intégrale de Lebesgue. 
(2) Loc. cit. (Quarterly Journal, 1. 43, 1912, p. 1-50). 
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sphère à la condition de Lipschitz-Dini : 


lim logw [F(6’, 9’) — F(9, o)]=o, 


w=0 
où w dénote la distance sphérique des points (4’, 9’) et (9, ¢). 

On démontre aussi que la sommabilité (c, :) de la série If en un 
point M dépend de l’allure de F(9,¢%) au point W, diamétralement 
opposé sur S au point M, et que la condition nécessaire est y << «4 
puisque la série de Laplace n’est pas sommable (c, :) en points dia- 


métralement opposés sur la sphère S aux infinis de la fonction déve- 
loppée, si l'ordre y de l’infinitude de la fonction est supérieur ou égal 


à trois demis, 722. 
2 . 
Suntec » I , ’ 

La sommabilité (c. oS x) ne dépend pas de l’allure de F(8, 9) 
sur S, sauf le voisinage du point W, si F(9, 9) est absolument inté- 
grable sur S. Quant à la sommabilité (C, 2) pour |¢|< 2 elle dépend 
de l'allure de F(9, 2) sur toute la sphère et l’on a le théorème 
suivant : 


Tuéorëme ('). — Sort la fonction F(®', 9’), qui est à variation bornée 
partout sur S, sauf les voisinages w,<e des points isolés My, et qui 
pour &, 2e se présente sous la forme 


: a, \ oe 
A, sin (&) + 04(0', 9’) (ax < 25 DLE), 


où @;, dénote la distance sphérique des points (9, o') et Ms et où 9,(9', 9’) 
est à variation bornée. La série de Laplace de F(0', 0’) en tout point M, 
qui n'appartient pas aux points M,, est sommable (c, i> 2 si Ô est 


fn» ‘ ‘ 3 x 3 x 
supérieur à Y — 14% — = (2 >y—1eta— ;) » où y est l’ordre de 


Vinfinitude de F(V', 2") au point W, diamétralement opposé sur S au 


pele ge ee ANTE, Comptes rendus, t. 169, 1919, p. 322. Le cas particulier 
our À = -- 
per 2 
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point M, et où « est le plus grand de tous les ordres «x de l’infinitude 
! ! % LES , 
de F(6', o') aux points M,; enfin la série de Laplace n'est pas sommable 
(C, 8) en point M, si 6Sy — 1 ou 6Sa — 2 
& 2 

On voit que la série de Laplace de F(6’, 9’) qui est à variation bornée 

sur S, sauf les voisinages des points M, et W, ne converge que si y <1 
‘ 3 
et que si tous les «<=: 

On sait qu’une série absolument convergente est sommable (C, à) 
pour chaque valeur de 3>—1; donc on peut déduire du théorème 
énoncé que la série de Laplace ne peut pas converger absolument en un 
point M, diamétralement opposé sur S au point W, où F(0', 9’) devient 
infinie d'ordre y > 0, et ne le peut nulle part sur S, st F(0', 9’) devient 
P tr I à | 
infinie d'ordre «> -enun seul point de la sphere S. 


Les questions de la sommabilité (C, 6) de la série de Legendre 


Il. OLD) (n+ 7) Pa(z)f f(u) P,(u) du 
n=0 ae 


en un point frontière, «= +1, peuvent être traitées, en l’envisageant 
comme le cas particulier de la série II pour F(0, p) = f(cos6) = f(x) 
et en appliquant à ce cas particulier les mêmes méthodes qu'au cas 
général. ; : 

On obtient alors (§ 7) les résultats suivants : la sommabilité (c, :) 


de la série III en un point frontiére ne dépend que de l’allure de la 
fonction développée au voisinage de l’autre des points frontières, si 
l'on suppose l’intégrabilité absolue de la fonction dans(--1, +1), et la 


condition y < - est nécessaire pour la sommabilité (c. oe :) de la 


série III en un point frontière, où y dénote l'ordre de l'infinitude 
de f(x) en point frontière différent de celui où l’on envisage la som- 
I 


mabilité (c. es ;) de la série III. 


2 
Au contraire, la sommabilite (c, 0< :) de la série III en un point 


frontière (soit, pour fixer les idées, en point æ= +1) dépend aussi 
19 
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de l’allure de f(x) à l'intérieur de (—1, +1). En supposant f(æ) 
à variation bornée partout dans (— 1, +1), sauf les voisinages du 
point a = — 1 et des points intérieurs æ = &;, où elle devient infinie 
d'ordres y et 8, respectivement et où elle se présente sous la forme 


A(i+aæ)-T pe)  (—1S@Se—1) 
et 
Aulr—Exf-Bi+ quiz) ou Axloglæ—Exl+qz)  (|@—&e| Ze), 


A, A, étant constantes et (x), px(æ) étant à variation bornée, on a le . 
‘théorème suivant: « 


Tatonime (1). — La série de Legendre de f(x) est sommable 
% j . . : I 
(c, eee *) en point x =1 avec la somme f(1 — 0) pour chaque 0 >— =< 
stys i et si aux points intérieurs x = &, la fonction f(x) n’a que des 
infinis logarithmiques ; elle l'est toujours pour Ô supérieur à 2Y —1 et , 
afp — 2 (s> 2y—1et B— =) où B désigne le plus grand de ga les 
exposants 8,; elle n'est pas sommable (C, Say —1et 8B — ;) et ne l'est 


non plus (c, os — 3) si à l’intérieur de (— 1, +1) f(a) possède des 
infinis logarithmiques. | 


En supposant y = 0, B > o et de plus la fonction f(x) à variation 
bornée aux voisinages des deux points frontières æ—1etæ—=—1, 
M. Hobson a démontré (?) que la série de Legendre converge en un 


point frontière, si 8 < =; et diverge, si B= =. On voit maintenant que 
dans ce cas, quelle que soit la valeur de B <1, la série de Legendre 
est sommable (c, DDR — =) et n’est pas sommable (C, 68 — =) en 


un point frontière, ce qui contient le résultat de M. Hobson. 
M. Chapman a poussé (*) l'étude de ce cas particulier y =o plus 


(1) E. KocserLianTz, Comptes rendus, t. 169, 1919, p. 423. Le cas particulier 
pour À = -. 


(?) Proceedings of the Lond. Math. Society, 2° série, t. 7, 1909, p. 39. 
(3) Mathem. Annalen, t. 72, 1912, p. 224-226, § 5. 
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Join : il a établi que, pour 1 > B2= la série III en un point frontière 
est sommable (c. > 8 — ‘), mais il a laissé “inétudié le cas, 
où P< = + et même pour b> - il n’a pas démontré que la série II n'est 


pas alors sommable (c, 6568 — sh 
‘Notre théorème fait voir je la série de Legendre ne converge en un 


point frontière que si y= : et que sitous les 8, sont inférieurs 


à un demi, B,< =. Par exemple, le développement 


v2. mi + Pie) + Pa) ++ Pal) +... 


I 

2Vi—2x 
diverge pour æ——1, puisque dans ce cas Y=; 1, On voit que 
pour 2 = _ 1 ce développement se réduit à la série divérgente 


I 
ere ie ae 


: ; I ; 
qui n’est sommable (C, 6) avec la somme > que pour 6 >o conformé- 


4 æ, a I 
ment à notre théorème (8 of yee ay ie 0) s 


3. — La formule approximative pour sn (@). 


La n° moyenne arithmétique d'ordre à de la série II, F@)(0, +), 
s s'exprime par L'eternies double suivante : 


FÈ(8, ie af fre 9") s2)(w) de’, 
“ou s2)(w) dénote la moyenne d’ordre 6 de la série 


~+ 2 P,(cos) + 2 P,(cosw) +... + (n+ :) P,(cosw) +... 


1) 


Or, en posant 


ol?) (w) =.) Ad (m 4+ :) P,(cosw), 


m=0 
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où comme toujours A) est le coefficient de =" dans la série de 


Maclaurin de la fonction Te. on trouve, eu égard à la définition 
1—3 a ‘ 


de la moyenne arithmétique d’ordre ¢, 
ry a2) ( 
si3\(w) = et 
et, pour avoir la formule approximative pour s(°)(w), il suffit de la 
déduire pour 6) (w). Ona 
d n 

Soy ee 

d'où 


x 


ga 1+3 
Qe do) 55 ent pop ar ce 
À (1— 3 (1— 23 cosw + s*)* 


Nous allons appliquer la méthode de Stieltjes : on a 


2n+0+1 £ 
3 ux? z= (2), 


(s —1)® (1— 23 cos + 3?)? 


L 2 
> ; I 
gh-m-1 a!) (w) — 
2 
m=0 


et par conséquent 


eta) cp pre LEE À Came DÉCRET AU dtaide 
4; Gri 3 AT Dati à 
&(s —1) (1— 23 coSw + 51)? : c, 


Le chemin d’intégration C, entoure tous les trois points singuliers 
3,=e-, s,=1 et 3, =e, et se réduit à trois lacets consécutifs 1 
L, et L,, ayant leur entrée commune à l'origine et pour centres de 
leurs cercles les points critiques z,, 5, et z,. 

L'intégration se commence au point s = — € sur l'axe réel négatif 
et les branches des fonctions multiformes 


3 
(s—1)" et (r—as COS) + 37)? 


sont définies par la condition que la fonction sous le signe d’intégrale 
devient réelle au point s =1+ e, c'est-à-dire après le parcours d’un. 
demi de C.. On suppose o <w < 7. Posons T — 1 — 2: cosw + 3° et 
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envisageons l'identité 


d gntd+2 | I (i + ME 2n+0+1 
FA eri Lu | 3 
(z=-15) VT \ (z 3 —1À T? 


=(n+3) FE SA a a 20e 
2 cn vr FOOT 


—— 


ame 


Se a ea 


Fig. 3 


En l'intégrant le long du lacet L,, on obtient 
M [wean tet (a Life 
5 ( yer! VT ae US (a—i)? VT 


On suppose 6< -; par conséquent on a tout simplement 


(1+ u) unt +1 du 


, BY 1 
paie ef ee 
G—u(1— 2u cos + u*) 


Enfin; le lacet L, nous fournit la contribution 


P 4: vate ane ee en+8+1 dz ed ec gntb+igds — 
ati ET TA 1 ea JT. Ti (1e VT 


et l’on TR la formule sa 
f ne gn+ô+1 dz : Col an+0+1 ds 
— i — (0 — 
(3) of RES AE 10 5) GT ( +0 f on 
sass f° (Quartet, du : 


19% Li Ga—uÿ(1— au cosw + u*) 
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Or, vu que 
(1— 2u coSw LE [« —u) cos |’ + [ce + usin? |’ 


et 


3 
2 
. @ 
2 sin? — 
2 


Pata =a 


=e 
ona 
(4) Jade DT (1+ u)ur+ô+t du 
aT te ee ee eee 
(1— u)®(1— au cosw + u?)? 


Sel u)-Êur+ qu = __HJA 


a G) 
m sin? — (n +1) sin? — 


Dans les intégrales du premier terme du second membre de (3), 
nous employons la substitution z = e(1 — wu), ce qui nous donne 


L fan. zn+0+1 dz 
cr À (z—1+ UT 
ô 28 +1 1 i 
il(r+i+7)e- 5] u 2 (1—u)"+8+! du 


ET sin? Pnte VIN ath) E laty (2) 


A 0 
où 

; AD am oem à bead À 
On a, pour o£u£r, 


TETOIE [(:-4) + Leona] >= !; 


donc 


ei gntd-+i 4 
(5) 2(2+1 Ref a See 
[à JS & (1 VT 


< ea u ui ut du 
r (2 sin?) 2 Ce) V2) Fat 


1 r(t)r(n+2 a a(1+ DAT T) 
Has (sin >) aes Vsino (sin 2 D 


<= 2(8+1)- 
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Posons ensuite 


W(u)=V1— u9(w) |: — ug (2) 227 (+3 


Ona 
| —1|=|f ie Tlie et eels PRE ofS We | 
W(u) arth a) Lhe TE (ep |= Wu) |% 
Or : 
G) 
W(u)|_|1  p(w) RDA ra on 
W(u)| |[21—-up(») (2) =asino | = 2sino 
1—uo(— sin © 
| . 2 2 
donc 


. 


I ae: < t4u (23) 
Yu) ~ sinw a 


et par conséquent 


Ra _gntd+ids | 
ae 0 sae 


2 Ô 2041 
sin} (2+1+ 2 }o— 5 us i a eat 
= (+) [Fo ant de 
(2sin$) Vase En 
PA Neen af Mirah oe 


© \ô+1 : sin ./, 
r(2sin— v2sino 


dE (n+ x) ae (» + fu — M se du 
0 


Fa +1) 
Ti? Ty red 
(2 Qt) 


r(E)r(r+i) 


A 
(n+ *)[ a (x dae dus Satin wats. ; 
É 0 
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donc 
2d+1 
(6) 2R AE ele gnt+b+l dz ee AG Ain | (n+i+5 ÿ— z | 
T (3 (sty) (asin 2)” RTE 
+ 


(sin J" RR Coe 4 


En additionnant les résultats (4), (5) et (6), on obtient la formule 


. cherchée 
(4) sin [++ Ju tr] 
6 ot?) (w) A,’ (8) 
Ga) Ras A CE ; + pl (@), 
ie ñ (2 sin 7) V2 sinw 
ou 


Yay aa aia ee MA A 01 L 


(n+ rr? (sin “ )"'(sinw)? (n +1) (sin 2) 


> 


(o <o<T). 


10/2) 


. z I 
Supposons maintenant w - Alors on a, pour 6 5? 


n+i 


[ce + TO CE Del à 1, 


et par conséquent 


LMON EE meneur: i | + Cl. 


(n+ FA ip aie jin? (sin =H 


Donc on obtient, pour ©: —— 
pace | sheer 


e ‘ c 
(8) foamy 2 eae Toi =). 
£46 / , a n+1 
(an +1)? (sin 2) (sinw)? t 
Le méme raisonnement nous montre qu'on a-aussi, pour w2 eae 
(9) [o(w)| < _ CuVn+i (02 T ): 
~ fe +1 . 


+1 —— 
(sin 7 Vsinw 
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Eu égard à la relation 


, T(n+k-+1) eee 1)# 
(4) — 
An ~ T(A+1)0(n +1) cl 


où lime, = 0, on déduit d’abord de l’inégalité (4), pour a fot 


= 


role 


Jeu (1+ u) ur+êrt du 


(1 — au} ( 1— Qu COSw + u?)' 


Co Vn +1 CyaVnr—+i 
= 7 ea we : 2 ino 
te) . — 
[ce + 1) sin 2 | (sin :) (sin 2, a 
puis 
‘ 2 pt fe gn+041 dz 
T au : (s—1)" VT 
“4 
2 an +1 lu * (1— u)nt8+ du 
~ @\d4l ,—— > 4 : 
n (asin 2) V2sinw anor! 
: 0 2 2 
CH foe 
— ou lant) An 2 CisVn +1 


tune ie. à ten 
. & \Ô+H y=— . @ \Ô+1 RE 
sin — Vsinw sin — Vsin® 


et enfin, grâce à (5), 


a aes ihe gntt+ ds |< Cie VA +1 

à py oes is Rha | es pps ee EN ee 
7 x +2 /T if : _ fd \b+1) >= 
"ig bad k= 1 VT [Ge +1) sin & | (sin 2) “ Ysine 


c : 
= 16V/n+I 


2 Mo LR IE 
=f Oe! 5 rs ; 
sin = Vsinw 


ce qui nous fournit, a l’aide de (3), l'inégalité (9). 
On a par conséquent 


> 


(nee 
(4 1 Get fe JUS MT 
RACE 7 oye Beka 


Ô+1 
(sin) Fr Vsinw 


Cette inégalité a lieu aussi pour 
- membre reste fini, tandis que le sec 


w =, puisque alors son premier 
ond membre devient infiniment 
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. . . > vis ee 
grand. Pour l’affranchir de la restriction w = 771" Nous envisagerons 
l'inégalité bien connue | P,(cosw)|£r, d’où il résulte 


n 


| - Ô+2) 
L 1 A! . 
sp!(w)| 5 o m+ = AB 1Pn(cosw)| < — ES Ale! ge + > 
n A® 2 A A 
n m=0 0 
donc 4 
| s!2(w)|<es(m+1)?  (oS@Sn, d>—1). 
Pour ws? on a 
| 3 hls 3 
5+0 -+6 
: ee x\? 
[cn + 1) sin | < (=) : 
2 2 
d’où 
+ 3 1 
20 =+6 =—0 
1)? . @ |? Cy (n +1) 
152 (w)| < En + sin] < _Cn( ) 
s+ 
2 


— ._ @ \ô+1 passes à 
PS vsino 


(on 


Par conséquent, nous avons prouvé l’inégalité fondamentale 


Cao (72 + nF? 


- 641 — 
(sin =) > Vsinw 


(10) [s2\(u)| < (csasn; ast). 


4. — Sur la série 


Tv 3 Li 
(11) sf singde += f P,(cos¢) sing do +... 


I Li 
+ (n+ +) [ P,(cosg) singdo+.... 
+’ w 


En nous appuyant sur la formule approximative (7), nous allons 
étudier la sommabilité (C, 6) de la série (1 1) et démontrer les deux 
propositions suivantes : 


Fe A Q I 
LEMME 1. — La serie (11) est sommable (c, ae 1) avec la somme - 


séro pour & > o et même uniformément pour we. | 
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oy Lene IT. — Ses i Atha arithmetiques, S\°)(w), sont bornées dans 
F2 leur ensemble pour 0°w!° nS Ea ae pourvu que l’on 


Me — - “ae 
g x 1 
|SÈ (w)|< cs: (o£osr,8>-2; n= 0) 43, 00, 8), 
/ 


>, 

3 

>. 

—…. où la constante c,, ne dépend que de à. 

LA 

En posant cosw = x et cos? = u, on transcrit (11) ainsi : 


| A o 


>, (n+ =) Jf Palau (æ <1) 


; 7 et l’on forme la fondtion 
4 DE om (m + 2 Vf P,, (u) du 
= fi (e+: re ee me 


3 
“11 15? as(I+u)] ? (1— 3) (1+ 2) 3 ) 
See [| A Se E F(:,5 2, T), 
| 22(1+x) 
4 (1+ 2)? 
_ Par conséquent, la fonction génératrice (=) de la suite des quan- 
tités oË)(æ), telles que 


ou Fest le signe de la fonction hypergéométrique et t= 


AS §2)(w) = À (x) (æ = cosw) 
n’est que 


; 3 
U+æ)F (1,5 2, s) [=] 
Duo Eats? 


3 : 1+ 5 : I 
F(1,-, 2,7) = ——————— F 1,592, 
2 Vr—243 +27 


# 


et de l’autre côté 


Siete E RE A er Sa 
TE nes cran Ur 


Or 
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Eu égard à ce que T —1 pour 3 = e et t= pour z= —T, on 
I £ . 
tit, et que ®(z) n’a que les points 


s'aperçoit que D(— 1) = A 


z,—=e", 5,=1 et 3,—e™ pour ses points singuliers. En appliquant 


la méthode de Darboux, nous développons en série la fonction 


S(z)— cos 2 F EX 3, cos? © . 
4 2 LS 2) (1— 2 


et le coefficient de =z 
approximative pour A) S()(w) = 5% (x). Or ona 


== He (Ô—1) 
®(:)=Y z" At cost SF (1,55 as cos? =) | 


n=0 


(-3) @ 
2A, y/ cos 2 ( 3 3 
+ cs | n+i+5)u- (2+ 


( .  G)\d+1 
2 Sin — 
S. 


d’où la formule approximative cherchée 


@ 
ox) En At hé VAE 


SÈ(w) = pee ES RS 
n AD A (2 sino)" 
2 
x cos| (nti S)o— (74 D x] + 
. 4 2 . @ 
(2 + 1) sin— 
à cos? = ” , 
RIRE sr 2 Nn 
ek TOE el (5 2; si ey Jae me 


Ven fe CE | ADAH 


En(@) 


s" nous fournira le premier terme de la formule 


| | 


OÙ [mal Less et [en(o)| css pour o£w£T, puisqu'on sait que 
‘ | REP 
erreur commise dans l'application de la formule approximative de 
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Darboux est toujours plus petite que le premier terme rejeté. Cette for- 
mule démontre la première de nos deux propositions : limS)() = 


: À I FRA 5 
pour > 0, Si ae = et la sommabilité est uniforme pour 


e<w<r. On établit la seconde proposition à l’aide de la formule 
approximative (7). On a 


S (= f SR La) à nas nf at ts s®) (9) sing do + SÈ(e). 


En vertu de la proposition I on a, pour à > — D 


n = © 


or 
di s(o) sing do =f +f = ht i 
n+i 


L’inégalité | s8)(w)|<¢,,(m +1)? nous fournit 


lim §®(¢) = 0 (3 >— à 
et aussi 


‘ 
4 
; 
“ 
g 
ë 


ui 


n+l 
i] < cs Cr + of selene ay 


Quant à l'intégrale i", elle demande l'application de la formule (7) 
avec l'inégalité (8) : 


(5 ‘sin[(ntr+3)o—E Ea : . 
aa sin do +f ps Au e ae, 
Fr | (2 sin 2) V2 sinw 4 5 
i L à | ‘ ; 


n+1 


e C2 
. r dis yeti ghd i Es tae 
————— : ~ fa 3 
<< T5 OV OEE sine A pit? J gst 
(n-+1) re cea (n+ = 


n+1 


oA  _ 


296 E. KOGBETLIANTZ. 


Donc on a 
ae 3 28 +1 : 
CEN bed wer fever ee J ot 

Ain. —2 — — ——— {. cos — du + n@/(w), 

AS V2 : d+5 2 | 
se (2 sin >) ’ : 
mat ng? 

où In (w)| Care - 

‘ ; G +38) 
‘La fonction (2 sin 2). Vas est monotone et décroissante: 


pour à > — > et l'on peut appliquer à |’ intégrale du second membre le 


S(w) = 


- second théorème de la moyenne : 


= AP foo 
S®(w)— ° 
AP V2 (2 sin 2 


x [° atm. :)o— = r]d + (0), 


n+i 


où 


Or 
4 
il T 
AN cos, 
2n +2 
+1 
A® 3 (2sin = ) 
on +2; 


[Con [(n tie) a= 2841 au & 


n+l 


tT 
RCE all | 


Grace. 


Cog VE + (a+) 


(n +1) (nit 5) 


et la seconde proposition se trouve établie. On s’apercoit facilement 


que la série (11) n’est pas sommable (¢, DS =): 


x ae 


5. — La sommabilité (c, *) de la série de Laplace. 


On sait (") qu’il y a des fonctions continues partout sur la sphére S, 
EET. SL OE Mery ct ee a BE Oe 
(1) H. Gronwacz, Wath. dnnalen, t. 73, 1914, p. 321-375. 
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dont les séries de Laplace divergent néanmoins (c, *) en des points 


isolés de S, c'est-à-dire n’y sont pas sommables (c, *). Dans ce para- 
graphe, nous allons d’abord démontrer le 

| Tutorime. — La série de Laplace d’une fonction F( 0, 9) absolument 
intégrable sur S est sommable (C, :) en un point (9, ?) de S et a ‘pour 


somme la valeur moyenne de F(0, 9) en ce point, st la fonction déve- 
loppée F(, ) est à variation bornée au voisinage de ce point (0, 9) et si 
l’ordre y de l'in finitude de F(9, ©) au point (r — 0, x + 9), diamétra- 


lement opposé sur S au point (9, 9), est plus petit que trois demis : Y ae = 


Envisageons la fonction 


27 Sin ® Je 
eo 


fo)= te [FO oda fo FO, edb, 


_ où l'intégrale curviligne est prise suivant le cercle C, de centre (9, ¢) 


et de rayon sphérique w, et où ds’ est l'élément d'arc de ce cercle. En 
transportant le pole de S en (4, ?), nous désignons les nouvelles coor- 


données par w et 4. On voit que la moyenne arithmétique d’ordre à 


[F()(0, &)] de la série de Laplace, formée pour le point (9, 9), s’ex- 
prime ainsi : 


- x 
FÈ(0, p) = F =f f() 52 (w) sinw do, 
: oo" 


et il est important d’étudier les propriétés de la fonction f(), étant 


| données celles de F(9, 9). 


On s’aper¢oit d’abord que ’hypothése de l’intégrabilité absolue.de 
F(0, ®) sur S entraîne l'intégrabilité absolue du produit /(@) sin 


. dans l'intervalle (0, =) : 


F(o, 9') | da”. 


| ['irismodse ff 


Ensuite, f(w) est à variation bornée dans l'intervalle o0£w£E pour € 
suffisamment petit, puisque F(0’, ¢’) est supposée à variation bornée . 


dans le voisinage du point (6, 9). Enfin F(6’, 9) se présentant pour 
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rm —e<w£<r sous la forme 
F(9, 9’) =(sinw)-t H(9, 9’), 
où la fonction H(0’, 9’) est bornée, So) devient aussi infinie 
d'ordre y au point &w =T: | 


I ?TH(9, 0 Ut o(w) 
‘A otnr as 3A À (sing )Y ~~ (sing) 4 


(rn—Ee ST), 


où 9(t) #0, ef (0) est bornée dans (7 — ¢, 7). 
Ainsi f() est à variation bornée dans (0, €), devient. infinie 
d'ordre y au point w—# et le produit |[/(w)|sinw est intégrable 


1 
dans (0, 7). On a pour à = : 3 
ce € T—E ™ 
ed) /(o) 82) (@) sino do = f +f +[ efron, 
one “0 E = 


La fonction /(w) étant à variation bornée dans (0, €), f(+ 0) existe 
et n’est que la valeur moyenne de F(8”, 9’) au point (6, ¢) : 


f(Lo)=lim — J Fear. 


w=0 27 Sin & 


Il est facile de démontrer que l’on a, pour € suffisamment petit et 2 
suffisamment grand, l’inégalité 


(12) [Ih—f(+0)|<sn  [eSte=e0(n), 2ZN=N(n)]. 
où 7 est aussi petit qu’on veut: 


Le novo [a Sa? usine dar + f ‘Loy Fro) À pu \ lan al dei 


rt) 
= Jn + je 


Or 


n=e Je 


Li 
bid s® De) — lim [ PRET SEA AU À 


donc 


“9 rl at 
La CM A 6), lim [ Cah sae Linge) | sino do = f(+0), — 
vo 0 


“ae 


ANALOGIE ENTRE SERIES TRIGONOMETRIQUES ET SERIES SPHERIQUES. 299 


a 


+ puisque l’on a, pour o>—1, 


T He iT 

f s‘) (w) sin wo do = a Spe (m+ =) f P,,(cos®)sinw do (d>—1), 
Éd AD a. ad 

et tous les termes de cette somme, sauf le premier, s évanouissent 
‘grace à l’orthogonalité des’ polynomes de Legendre dans l’inter- 
valle (—1, +1). Dans l'intégrale j,", nous exprimons la fonction 
à variation bornée /(w) comme:la différence de deux fonctions mono- 
tones f(w) = f.(w)—/f,(w) pour appliquer ensuite à chacune des 


intégrales résultantes le second théorème de la moyenne; il vient 


4 =[fAle) flor [5 ()sing du—{Ate)— fo) fs? (0) sinw dw 


(oSe,5 85 ofoe,Se). 


ao of as : : 
Or, on a vu que l'intégrale fe ©) (@) sine dw est bornée, quels que 
ey 


> 3 1 N I - 
Mn soient 2 —0, 1, 2,...,% et 5, pourvu que o> — 33 done, en choi- 


 sissant € suffisamment petit, nous pouvons diminuer je en valeur 
absolue autant qu’on veut, ce qui démontre (12). 

A l'intégrale I/,, nous appliquons le théorème général de 
M. Hobson (‘). Les conditions de ce théorème sont satisfaites, 
uisque : 1° le produit sinw f(m) étant absolument intégrable 
dans (0, 7), /(w) Vest dans Vintervalle (e, = — €); 2° Pinégalite (10) 


prouve que l’on a, pour ES HIT — €, 


4 ; 
su) | sine < 2 = oy OWES we ss 
. sin - 
2 
et 3° la valeur absolue de l'intégrale 
CT RS x x 
vfs (0) sins do = te ap gl) (3) he So BS RÉ) +0 


a 
est plus petite que 2€,, où €, ne dépend pas de a et B et tend vers zéro 
(1) Proceed. of the Lond. Math. Society, 2° série, L. 6, p. 354, $ 2. 
20 
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pour r >, lime, =o, puisque la série (11) est uniformément som- 
: n= © 


mable (c, ‘> :) dans (e, x) et a pour somme zéro, comme nous | 


l'avons démontré dans le paragraphe 4. Par conséquent, le théorème 
cité de M. Hobson s'applique à I, : 
(13) lim 1, = 0. , 


m 


Il nous reste à examiner l'intégrale 1}. Dans l'intervalle (rx — €, 7), 
f(w)= (sinw)-t9(w) et nous supposons que y est inférieur à trois 
demis ; | 


3 3 - 


En substituant dans I? f(w) =(sino) #9(@) et en appli- 
quant (10), nous avons. : 


; F Vd A EEE 
(1h) |It}< ——, f ol < en f San et ough (RE 
T ms 3 


E 1--f =] 1—/ 
_,(sin@)!-” _.(sinw)'~” 


=) 


On voit qu’en choisissant ¢ assez petit, on diminue la valeur absolue 


de l'intégrale 1° autant qu’on veut. En résumé, pour y < a) nous 
avons eu égard à (12), (13) et (14) : 


| a 
vr) _ (+0) <[L—ft+ 0) +] + [It] <a, 


où 7 est aussi petit qu'on veut, si l’on a soin de choisir € suffisamment 


petit et » suffisamment grand, c’est-à-dire 


tim FO = f( 4 0) (r< *). C. Q. F. D. 


; re I : =) 
On voit que la sommabilité (c, =) est uniforme dans tout domaine A 
} 


qui est entièrement compris dans le domaine T de continuité de la fonc- 
tion développée F(9', ¢'), si cette fonction est à variation bornée dans le 
domaine T et si l’ordre d’infinitude de F(0, o) aux divers points du 


domaine A,, diamétralement opjosé sur la sphère S au domaine A, est. 


in férieur à trois demis. 


EN 


#4 
PS 
p.24 
2 
od 
LE 
LA 
CE 
VA 
es: 
ie? 
È a 
» À 
aes 
gg 
= 
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Soit maintenant 5 > v2 = Nous allons démontrer que, dans ce cas, 


la série de Laplace n’est pas sommable (c, *) en point (0, 9), même 
si la fonction 9(w) = (sinw)’ f(@) est régulière au point w = 7. Soit 


. done 


: x = à me 2 
(2sin) (a) = (cos À )" f(w) = a-t9(m) + 008-5 (a) 

4 (n—e£wt), 
c'est-à-dire 
flo) = Cane) Ho)  (w#~eS o£), 


(A) 
2 COS 2) 
2 


où l’ordre d’infinitude de 4(w) au point w— 7, si elle y devient 


infinie, est sûrement inférieur à trois demis. On a 


aaro(a fe (cost) dPçarsimada + [Yost (o) sine de 


2 


La valeur absolue du dernier terme du second membre peut être 
rendue aussi petite qu’on veut par le choix convenable de €, puisque 
l’ordre d’infinitude de p(@) pour © = 7 est inférieur à trois demis, et 
tout revient à l'étude du premier terme. On a pour 2%, en po- 


sant y= 2A, 
a (cos2) 7 sw) sinw do =1+ o(1) 


et 
: .T—E oh. LT é 
{ (cos) ; s) (w) sino do = 0(1) 
seta) 
(o> 7233 Bed =h 2. 
puisque ces deux intégrales sont du type étudié Ii, et Ii, respecti- 


vement. 
Par conséquent, ona 


fs (cos aye (2) (w) sinw do 


Jue 

gre m—e 17 oh iL : 
=f -T — f sf (cos 2) SE) (w) sina da —1+ 0(1) 
"Je. Ho € 0 Pro ! | 
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et pour étudier I, il suffit de trouver la formule ADETORTBAL NS pour i 
3) 


l'intégrale 1, "?”, où 2? est définie comme suit : 


É T —2) ag | 
CRE (cos?) su) sine du =» f (1— x) XoÙ(— x) dx 
0 1 


avec 
3 I 1 
Se ak, Éd 
eats 3S 9S+ 5 
et 
Ds" (2) = = org = 
50 (1— 23 (1— 2x3 + 2°)? 


Or, pour obtenir cette formule approximative, il faut caleuler la 
fonction génératrice de la suite 


SON SAD, Oe (AB) 704, 8) 
Bet Wis on Ti SEL Te, 
On trouve 
o” _ = 8 ay, aly gt (8) | 
es ). BM Ys) - =f x 33e a?! (— x) bs: 
4 eae vie” À 
{eat 14s TT die baie de À dx 
DUR CERT +: 
"= (1 2œs +5?) 
3 3 
= oy EF (ns 2 ac), 
LatiGasayr / 
i F est le signe de la fonction hypergéométri ee 
ou F est le signe de la fonction ypergeometrique et OF Se ee 
D (3) n’a que deux points singuliers 3,—1(7—2) et 5,=—1(t=1); 


les deux se trouvent sur la circonférence du cercle de convergence. | 
Avant d’appliquer la méthode de Darboux, nous exprimons, en nous 
appuyant sur les propriétés les plus élémentaires de la fonction hyper- 


géométrique, la fonction génératrice ®?(z ) dans le voisinage du 
point 3; = 1 ainsi : 


a) (este) (rs 2) ae as ele? 
®, (3 PR nur (à À, 1,12 =) 222 


see a pl Le > Mont ol. 
An | Pees a Moa 
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Vu que 


(—2)+1-@-n=- ; <o 


2 


on trouve que 
= T(2—A)P ~) 
FL 1,2— À, 1) = EE) 

r(3)ra—a) 


existe et l’on obtient par conséquent 9(1) = 1. 
De même, dans le voisinage du point s = —1, 


= 2(1— A) 


; o® a v4) = (1, — 3)2-2-3 fe ru suqiny 4s | 
(3) = ne METRE Guen : La À,2— À, Tie ne 


SEARO Ph POR EA HCE 


ou 
4 APE? r(i+2)rG— 
D en rss) 
ps ase , air (:) 
: : 2, 


Selon la méthode de Darboux, nous devons développer en série de 
Maclaurin la fonction auxiliaire 


La 9(1) v(—1) Xx \ At n AN Wen 
md RES AT EST: mo CRI Ce AB p(—1)} 3 


et pour n> on obtient la formule approximative cherchée sous la 


forme 


[OA 8) AD b(—1) | 
ai =i + (1) EE [1+ 0(1)] + 0(). 


- + . . I 
Vu que 2A = y, le cas particulier 6 = - nous donne 


À 
f (es?) T2) (w)sine du 


pin aia oma eee À 
= =i wir) Qi 1e CE sf ss 
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et l’on obtient définitivement 


ee 2 o(n)E(1—2) vax 
iZ=(—1)"*(n +1). 3 pone IHIMEE M 


+ AE 
2" r(t) 


Cette formule résout la question : I’ ne tend vers zéro. avec n + 
que si y est inférieur à trois demis, y < =; si y est égal à trois demis, 
(= + I, oscille pour 7 + entre des bornes finies et, si y est supé- 

= : : ‘ 3 5. 4 Oke ’ 3 
rieur à trois demis, y > 57 Ses bornes d’indétermination sont infinies. 
2 LA Fel 3 - 
Il est donc démontré que /a condition y < ; est nécessaire pour la som- 


mabilité (c, ;) de la série de Laplace et que cette sommabilité (c, “ en 
un point (4, p) ne dépend que de l'allure de la fonction développée 
F(9’, 9°) dans le voisinage de ce point, si ¥< et si F(9’, ©’) est absolu- 
ment intégrable sur la sphere S. | 


Ce théorème est l’analogue du théorème classique de Riemann sur 
la convergence de la série trigonométrique. 


. vas I oc etal 
Au contraire, la sommabilité (C, é<- de la série de Laplace 


dépend (§ 6) de l’allure de F(0’, 9’) sur toute la sphére S. 
L’hypothése que F(4’, 9’) est à variation bornée dans le voisinage 
de (8, 9) n’a été employée que pour prouver que l'intégrale 


jaf [f(o) —f(+ 0)]s®(w) sin © dw 


peut être rendue en valeur absolue aussi petite qu'on veut, ce qui est 
3 pe ‘ Be A 
pour ÿ < = la condition suffisante de la sommabilité (¢, Ô— =) sous 


les suppositions de l'existence de la valeur moyenne /(+ 0) et de 
l'intégrabilité absolue de F(0’, ¢’) sur S. Or, on peut formuler d’autres 
conditions suffisantes qui peuvent remplacer l'hypothèse que F(0’, g'} 
est à variation bornée autour du point (9, ©). Bosons 


?(w) = }(o) sin = =f(w) — f(+ 0); 


| 


PURE SL A 


TE À “act TA: 
ere " ® x ey Er 0 


di 
mal 
A 


ROPETT EE 
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ona 
eg olay (0) sin w dw 
Fi (2) 
= [ 9(w) st (w) sinw dw +f o(w) 2) (w) sinw du 
= RW fe Ro 
et 


à 6x 4n+5 6x 
(4) 2 is is 
| RS? |< cu +1) sing ee Je Lalu) Ldo<enin +1) @( Pes)» 
où 
0 


Supposons que l'intégrale indéfinie ®(w) pour w = 0 a une dérivée 
égale à zéro, alors on a 


6x 
6 (ats) = qn-+5" 


où lime, — 0, et l’on voit que cette supposition entraîne limR = o. 


n= an n—= 


Dans l'intégrale R®, nous appliquons la formule (7) avec l'iné- 


_galité (8) : c 
sin| (» ae z)e — | ri US 


(0) = . 
(sin? 2) Visine 
| of (wy | < 12 —, (2) 


. ® ; 
(n+ 1) (sin + sinw) 
ce qui nous fournit 


7 7 | CRE 
RE — me Y(@) sin [Cr + 7) 4 VASE + Ta 
2V2 % 


6x 
an+s 


<af | (00) | sines do; 


n+i 


[ral = 


‘pa 9(w) pt? 2)() sinw do 


ints 
Ann. Ec. Norm., (3), XL. — Ocrosre 1923. 


39 
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9. désigne la borne supérieure de la fonction 
1e()| =|f(@) — (+ 0) | 


dans l'intervalle (0, €) et peut être rendue par conséquent aussi petite 
qu'on veut per le choix convenable de €. Or 


4 d © do 
fe ES has: sf i DT < Ca 
2 
n+1 =i (sin :) Vsino wae 


ce qui prouve que la valeur absolue de I’ intégrale r, est aussi petite 
qu'on veut, si € est suffisamment petit. Examinons maintenant |’ inté- 


grale 
RO [(n-+Z)o— 2] 1/c0s ? au. 


4n+5 


On prouve facilement que l’on a 
. G@) 
® Sin — 
[A] 
— cos — << ———— 


7 Jem 
sl, Hoel (eee 3] (yond) a 


bn+s 


done 


<euf [@(w) |do = o(st); 


par conséquent, on obtient 


HAT os 
(w+ 70 4 / 0082 do 
: 4 2 2 
tae | 


=— aif Hu) cos(n +7) 0 do + 0(s?), 


4n+i 


Quant à l’intégrale 


ff. v(m) cos(n + 7) + 


antes 
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elle est du type étudié par M. H. Lebesgue (‘), et, en lui appliquant 
le même raisonnement qu’applique M. H. Lebesgue à l'intégrale 


| Le Y(a) sin(n + +) ode, 


n+ri 


on prouve facilement que l’on a 


€ à 
lim $(@) cos(n + 7) duo, 
Mee El î 


4n+sd 


sous l’hypothèse que l’intégrale 
' x(e)= f 1¥(o+ p)— Yu) | do 
J 


tend vers zéro avec p +0, c’est-à-dire lim ¥(p) =o. 
p=0 
Vu que (w) pour w =o a la dérivée égale à zéro, s’il existe la 
valeur moyenne /(+ 0) de F(0', 9’) en un point (9, 9), on voit que 
nous avons démontré le théorème : 
La série de Laplace d'une fonction F(0', 9') absolument intégrable 
sur S est sommable (<c, *) en un point (8, 9) de S, où existe la valeur 


moyenne f(+ 0) de F(W', 9°), el a pour somme cette valeur moyenne si 
l'ordre d’infinitude y de ¥(0', 9‘) au point diamétralement opposé 


5 pete : = - 3 Cie cia 
sur S au point (9, 9) est inférieur à trois demis, y <= et st Vintégrale 
j | 
12 f [Co +») —b(m) | do 
¢ 


tend vers zéro avee p -> 0. 


Or, on sait que tous les critères classiques connus de la convergence 
des séries trigonométriques se déduisent de la condition établie 
lim y(p) = 0 et l'on voit qu'ils sont, par conséquent, aussi les critères 
p=0 
DÉS 38 Re ee i eae 


(1) Lecons sur les séries trigonométriques, p- 57-58. 
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de la sommabilité (c, x) de la série de Laplace en un point de la 


sphère S sous les hypothèses faites. Ces critères se rapportent a la 
fonction 
1 ! ! ! 
10) = seine J FO #1 dv, 


mais il est facile de les formuler pour la fonction F(8’, 9’) elle-même. 
Envisageons, par exemple, la condition de Lipschitz-Dini : 


| f(e)—S(+ 0)|logp>o (po) 


pour p->o. Supposons que F (6, +) existe et formons la différence 
Ho) —F 6, 2) =f0) — $+) = same DFE, 89 — FC, a) las, 


On voit que /(w) satisfait à la condition de Lipschitz-Dini, si l’on a 


pour w— 0 
1F(2', o') — F(8, o)|logw— 0, 


ce qui n’est que la condition de Lipschitz-Dini par rapport a la fonc- 
tion F(6’, 0’). 
On peut dire que la sommabilité (C, o) des séries trigonométriques 


et la sommabilité (c, 5) des séries de Laplace présentent une analogie 


complète au point de vue des conditions suffisantes de sommabilité. 


6. — La sommabilité (C, à) de la série de Laplace pour || << -- } 


Les résultats du paragraphe précédent suggèrent l’idée que la som- 
mabilité tg; 0 < 5) de la série de Laplace doit être analogue à la 


sommabilité (CG, << o) des séries trigonométriques, étudiée dans le 
premier paragraphe. Son étude ne fait que confirmer cette idée. 


En étudiant la sommabilité (c,8 o< ) nous supposons F(0’, 0’) a 


variation bornée partout sur S, à l'exception des voisinages des points 
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isolés M,, où elle se présente sous la forme 
F(0’, 9) = Ax (sin se) Fx(8', 9!) (a@x<25 wee), 


ow, étant la distance sphérique des points M,(9,, o,) et (8, 9’) et la 


fonction F,(', 9’) étant à variation bornée pour w,<e. Si l’un quel- 


conque des points M, est diamétralement opposé sur S au point (9, +) 
où l’on envisage la sommabilité (c, d< x) de la série de Laplace, 


nous le désignons par W et l'ordre d’infinitude de F(0’, 9’) en ce 
point W par y. 

Transportons le pôle de S en point M(6, o) et désignons les nou- 
velles coordonnées par w et 4. On a 


fo=z f F(®, g)dy= 7 { W(w, dy, 


où Y'(w, b) n’est que la fonction F(’, 9’) exprimée en nouvelles coor- 
données. 

Désignons le point (0, 9’) par p. et la distance sphérique des points 
M,(0,, >.) et M(9, 9) par w,. Le triangle sphérique MM,» nous fournit 
dans le cas général w,-£ 7, où w, et Y, sont les coordonnées du 
point M, : 


COS y — COS & COS, + SINW SIN W, cos(d — vx) (0 <ox<T); 


donc 


sin? À — sin? Se + sin o sinw, Sin? ‘lo . 

2 2 2 

La fonction F(0’, 0”) étant à variation bornée partout sur, sauf les 
voisinages des points M, et W, f(w) est à variation bornée dans tout 
intervalle (0, x — €), sauf le voisinage des points © = 6;, et il s'agit 
d'étudier ses propriétés au voisinage de ces points intérieurs © = w, et 
dans l'intervalle (x — ¢, 7). Posons pour © > 


4 3 af I herde 1 168: 22), Fdÿ 
we = — F dd = — F db + — ik +f ) i 
D maf reas ra Cl + 


- 


=fi() + f2(o). 
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Il est clair que la fonction /,(w) est à variation bornée pour |[w—w,|<e. 
Or 


e+e Vere 
filo) = A ee (sin St) “ay +5 Fe(9', 9) dp =falo) + flo); 


Yp—2€ 


où la fonction f,(w) est aussi à variation bornée pour |w—w,|£&. 


L'expression de aa “) nous fournit de l'autre côté 


ak 


Yet+2e ‘ Lak re. 2 
f(a) =5 sin? ——“* + sinw sinus sins #4 | dy 
AT Jy, se 2 2 
et la substitution 
usin TS = sin Ÿ — Ÿs Vsinw sinw, 


trapetarne cette intégrale en 


vn fhe ee du 
FACE Yon Ada (sin :) if Lelagp O's (ou) 
TY SiINW SIN®, 2 6 D — dy = 


ou 
sine /sinw sino, 
OO — By, 


n(o) = 


sin 


En appliquant le second théorème de la moyenne, on obtient 


D Re [Ae Coney 
ñ 


7 cose Vsinw Sin @g J Fwy (1 ut)? 


Sia,>1, l'intégrale du second membre représente une fonction de w à 
variation bornée pour |[w — o,|S¢; done si a,>1, /(w) se présente 
sous la forme 


Rod = En RE +) (ax > 1), 
sin ——— 
2 : 


où les fonctions g,(w) et A,(w) sont à variation bornée pour |w — w,|Se. 


Si a,=1, l'intégrale du second membre augmente pour 6 +w, 


CN ae 


transforme f,;(w) en 
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comme log(w — w,) et 
flo) = gx(@) log| © — o, | + he () (ax =1). 


Enfin, sia,<1, /(w) est à variation bornée pour | — w,[£e et on 
le prouve en considérant la fonction 


4 =a" en ay E ra sina, 
filo) => Sorte (sin a) dy e' = arc sin aa ere L 


ou 


La substitution 


/sinw sin wy 


‘ 


Ve= Sin: 


Ÿ — dx 


ok 


+E sin Wy eam 2 
filo) =ato) f (2 + sin’ :) av (ax <1); 
—Esin&, * 


2 


où g(w) est. à variation bornée, et cela démontre notre assertion. © 
En résumé, on a établi pour o <w,< x que f(x) ne se présente dans 
l'intervalle | — w,|£e que sous les trois formes suivantes : . 


(pour «> 1) flo)= 2;,(w) |@ — wy [+ Az (o), 
(pour ax —1) flo) = gx(o) log|@ — xl + ro) (Jo — oe] = 8), 
(pour a,<1) fo) = /hx(w), 


où g,(w) et A(w) sont à variation bornée pour [w — w,|Se. 
Soit maintenant w,— 7 (le point W); pour rn2w2T—E€, ona 


f(o)— Le [A (cos 2)” Ka | dy = eo) $ ugh 


d’où la conclusion que f() devient infinie au point © == du même 
ordre y que F(6’, 9’) et que ¢() est à variation bornée dans (x — €, T). 


Pour étudier la sommabilité (c, 0 < :) de la série de Laplace 


de F(0’, 9’) il suffit de ‘considérer F(6’, 9’) avec un seul point M,. 
Soit a,=1+P et w= f(0< > <t). Envisageons d’abord le cas 
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B>o(a,>1). On a alors pour |w —E|<e 
f(w)=s(o)|o—EFF+oi(o)  (Jo—b]Se); 
et pour w27 — € 
f(w)=A(cos?) “+ 9x(o) (r2w2nr—e) 


La moyenne arithmétique d’ordre à de la série de Laplace — FŸ — 
s'exprime comme suit : 


™ € be Eve T—E x 
R= [ J(@) s?)(@) sinw dw =f +f + +f +f 
| Oe 0 € g—e E+e ™—E 


=] + ID IG 4 J) LE yo, 
Posons | 


I= f(+ 0) f s2)(a) sinw dé 
+f Lo) —f(-b.0)]s9(a) sine du = a4 a”. 
0 


La série (11) étant uniformément sommable (c, À rm 3) pour we 
avec Zéro pour somme, on a, pour chaque à > — =) L 
; : 7 ; 
lim SP (e)= lim / sÈ (w) sinw dw =o (>), 
* n = n=®0 € 
d’où ET 
TT 
lim 4= f(+o)lim { s®(o) sina do = f(+ 0) (> +) . 
n= . a=@ 0 
Quant à l’intégrale 77", f(w) y est à variation bornée et, en posant 
flo) = fo) —f(0), | 


où f,(w) et /,(w) sont des fonctions monotones, nous décomposons 1!" 
en somme de deux intégrales, à chacune desquelles nous appliquons 
le second théorème de la moyenne : 


w=” Tite) (6) if “s3(0) sine de 


= [f2(€) on Hof #20) sinw dis 
= 6,(e)| SÈ (a) — S(&)]| — 6,(€) {SD (0,) — SÈ(E) |. 
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Or, toutes les moyennes SŸ (w) sont bornées dans leur ensemble 
pour o £w <r, pourvu que 6 soit supérieur à moins un demi, D =; 
donc les quantités entre accolades restent finies, tandis que 0,(e) 
et 0,(e) peuvent être rendues en valeurs absolues aussi petites qu’on 


veut, si l’on a soin de choisir € assez petit. On a par conséquent, pour € 
suffisamment petit et z suffisamment grand, 


(15) I —s(roy<t  (è>-2); 


où € est aussi petit qu’on veut et fixe. 
Aux intégrales I® et I® nous appliquons le même raisonnement qu'à 


Q , . a ñ D CP . x I : 
l'intégrale 1" et, grâce à la sommabilité uniforme (c, > —.5) de la - 
série (11) pour w Zé avec zéro pour somme, nous obtenons 


(16) lim I = lim I = o (8>— 5). 


ra] n= 


Nous avons supposé #,=1+ 8 >1, donc 
; e+e 


13) — g(o)|o —Ef-8 52) (w) sinw dw +f 
ge Te 
(B >0), 


e+e a 
01() s?(w) sinw do 


où l’on a, pour 6>— = 


e+e ) 
lim 91(@) 809(w) sinw dw — 0 
n=oJt_¢_ 
puisque 9,() est à variation bornée. 
Quant à la première des intégrales du second membre la formule (7) 
et l’inégalité (8) nous donnent 


E+e : 
g(o) Jo — Ef s)(w) sinw dw 
g—« id / Rese! 
6 20+1 / -@ 
1 24 ¢2(O) sin (n +145) 6) — r| cos —dw 
so a ay pelea 2 Ne eee, 
29+1 Al) bat : ; 


é6+-= 
APT È 
Jo — EF (sin 2) 


£8 é 
=(n+1) I1,0(1)+ pa, 
Ann. Ec. Norm., (3), XL. — Ocrosre 1923. 710 


- 


ne 


: oer re lo—él 8 da M ee 
da à +8 Ve (sine gn rire (n+1)° 


oft a) etant do. 


a. > E I § 
et où par conséquent limp, = 0 pour > — 3° La fonction 


7 ANNE doy es 
4 (@) = (sin 2) | | cos > 
_étant décroissante, on a 
£+e > 
n= PEE A ARR, 


E+n 
=e) [7 g(o)|o—Ef-#sinQ, du, 


ù F - | 
a (n+i+ io Er et m=hler 


EX jou peut poser s 
es go) =81(@) — g2(0), 


« 4 2 
RE 2 


5 


We 93 
isque g(o)! est! à variation bornée, ce qui nous donne 


.É+n 
wf g (w)|o—£E|-# sing, T0 


ae 


t+ f 
= [7 s(o)|o—Ef Fsine, do 
É—e + | 
f+ À : 
= J, “gx(o) [0 — E|-B sin @, do = ji —j. 
7 ile 


ee 


Le second théorème de la moyenne, appliqué aux intégrales /, et Jay 1 
“no ous donne, &.(w) et &2(w) étant des fonctions ee. * 


= eaten lo Er #sings do, (mana ESE Sem 4 


ee 
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Il s’agit d’étudier l’intégrale du type 
E+bn 


j.# Jo—F]-8 sinQ, dw (Han 1bal<E), 


É—an 


et la substitution w = § + u donne 


| à PES a. Ô 20+1 
In —= jutBsinf(n +145) + i | du 
bn 
= |u|-8sin[r,u + 5,] du 


ba 1 bn 
= sins, |u|-8cosrzu du + cost, f jul Bsinrzu du, 


— An — An 


20 +1 
4 


gee) =o at Tt et a= fates 
Il vient 


2 ( . barn c eS \ 
LS mY sings f [u [F8 cosu du + cost, f | w|-* sinu du : 


— An ln 


bn? 
. —- - 
L'intégrale f |u| edu étant bornée pour chaque o< 6 <1, 


0 ‘ . 
nous voyons que nos intégrales 


burn , barn 
fs |u|-Bcosudu et f | w|-® sinw du, 


—An ln —Anln 


où |.a,|<é, |b, |< le sont aussi quel que soit n —0, 1, 2, -.., © et. 
nous en concluons que /,, Ja et avec eux l'intégrale I, peuvent etre 
présentées sous la forme 


= ale + 1)8-! 6,(n), 


où la fonction 0,(r) pour n> oscille sans tendre vers la limite 
déterminée, comme sin9, et cos, qui entrent dans son expression, 
mais reste toujours bornée : [8,(n)[£r. Vu que B= % —1 et que 


g's 1 
gh inotide mo 5 12 (n +1) 1,001) + Pas 
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on obtient définitivement pour 6> — i 
— 
[=(n+1) *%  A(n)+o(t) (æx>1), 
où 6(n) pour n-> = oscille comme 9, (7), mais reste bornée : [0(n)|£c,.. 
ne 3 } : 

Cette formule prouve que la condition 6 > «;— ; est nécessaire et 
he, ; À 3 : 

suffisante pour avoir liml® =o, puisque, si 6 = Oy— >> I® oscille 
n=>e ; . ; + 3 À 

pour »->* entre des bornes finies et-méme, si 6< «,— > oscille 


entre — x et + o. 
Par conséquent, il est démontré que la condition à > «,— à est 


nécessaire pour la sommabilité (C, 3) de la série de Laplace 
de F(0’, o’) avec a, >1, si —- “ << = 


Soit maintenant &,£1. Pour &, — 1 on répète le même raisonnement 
et l’on parvient aux intégrales du type 


nore cos 
log|u| . udu 
ee lI sin ; 


; : è 
qui sont d’ordre logre = log(n +1+ 5) : 


bat, 


n 
cos 
nf log|u |’. « du 
—Anln ee 


Par conséquent, dans ce cas, «,=1, on a la formule 


< Cu log(a +1). 


19 — LEE and softs) (a,=1), 
(na) 
d'où la conclusion : pour «,=T, on a, quel que soit >— -, 
2 


lim If = o. 


Pour a, <1, /(w) est à variation bornée dans l'intervalle [w — E|Se 


et, en appliquant le même raisonnement que pour les intégrales I 


et I, on trouve, pour à > — D limI® = 0. En résumé, on obtient le 
n=o 


+e 
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résultat général que voici : 


(17) lim 19 — 0 (a>—Set ax— >) 


n=e 
a. 2° . 3 . I 
si 6 est supérieur aa,— = et a — >- 
Il nous reste à examiner l'intégrale 1°, où /(w) se présente sous la 


forme f(w) = A(cos ae + $2(): 


vg 
GN Des 4 
Isa f (cos 2) s(°)(w) sinw do + En- 
T—E 3 
On a 


T . 
; lime,=tim f 2(@) 5° (w) sinw dw — 0 (a>— +), 
T™—E 


n—=e n=e 


puisque ?.(w) est à variation bornée dans (x — €, 7). On a aussi 


Tm—E 
2 wo \TT - 
lim (cos?) sÈ(w)sino du —=0 . (a>— ), 
N= e/e 2 2 

2 o\-y _ A Sgen » : 
puisque (cos =) est à variation bornée dans (0, æ —€), ce qui 


entraine de plus pour n2N ete suffisamment petit l’inégalité 
€ ah —Y 
Jf (cos :) s©(w) sinw do —1 | <a, 
0 
où C est aussi petit qu’on veut. Par conséquent, on a 


ug Tv 
CAR Vee 3 w \~Y A 
sf (cos 2) s (w) sinw do —1 nr (cos) s®)(@) sinw dw + nn(E);, 


0 
où [m(E)| LÉ pour € suffisamment petit etr2N = N(¢, C). 
Or, l'intégrale du premier membre est étudiée au paragraphe 5, où 


x, à à 
elle a été désignée par a (2A = y), et ot l'on a établi la formule 


Av 


exif (CDI sd (w)sinw do =1-+(—1)" 4a + a2 hy (— r) [1+ o(1)] + 0(2)- 
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5 ; I 
En appliquant ce résultat, on voit que l’on a pour 6 > — - 


= af (cos 2) s(w)sina dw + o(1) 
= (—1)" un (z + IN T1 + 0(1)] + 0(1), 


si l’on a soin de choisir e suffisamment petit et x suffisamment grand. 
Cette formule prouve que la condition 6 >y — 1 est nécessaire et suf- 
fisante pour que l’on ait 


(18) lim I = 0 (3 >—<et y—1). 


Les résultats (15), (16), (17) et (18) prouvent le théorème suivant: 


Taéorème. — Soit la fonction F(4', 9’) qui est à variation bornée 
partout sur la sphere S, sauf les voisinages &,£ € des points isolés M, et qui 
pour &,£Ee se présente sous la forme 


—% 
Ax (sin =) Eu F;(8, 9’) (ax <2, mw, Le), 


où w, dénote la distance sphérique des points (6’, 5’) et M, et où F (9,9) 
est à variauion bornée. La série de Laplace de F(®', 9’) en tout point M 
qu n'appartient pas aux points M, est sommable (C, § >— =) avec la 
valeur moyenne de F(1', 9’) au point M pour somme, si à est supérieur 
ay—i1eaa— "5 o>y—1 et a-- >) où ¥ est l'ordre de l’infinitude 
de F(0”, 9’) au point W, diametralement opposé sur S au point M, et où 
a est le plus grand des ordres à, de l’infinitude de F(W', 9’) en tous les 
autres points M, ; la série de Laplace n'est pas sommable (C, 6) en point M, — 
si 6 est inférieur ou égal à ÿ — 1 ou à a — =» OSy —1eta— = 


Si la fonction développée F(4’, 9’) est continue dans un domaine T 
sur S, la sommabilité (C, à > — x) où à est supérieur à y,-—1 et 


à % — >> est uniforme dans tout domaine A qui est compris entière- 


ment dans T, «, désignant le plus grand de tous les exposants a, et Yo. 
désignant le plus grand de ceux des exposants a, qui appartiennent aux - 
points M; compris à l’intérieur du domaine T,, diamétralement opposé 
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sur S au domaine T. Pour un domaine A fixe il suffit de choisir pour y, 
l’exposant le plus grand parmi ceux des «, qui appartiennent aux 
points M, situés à l'intérieur et sur la frontière du domaine A,, diamé- 
tralement opposé sur S au domaine A. 
Pour donner, un exemple, envisageons la série de Laplace de la 
fonction F(6’, 9’) qui ne devient infinie qu’en un seul point, le pôle 
nord de la sphère S, où son ordre d’infinitude est y, et qui est 
* continue et à variation bornée partout sur S, sauf la petite 
région entourant le pôle nord. Sa série de Laplace diverge partout 
sur S, si y est supérieur ou égal à trois demis, y= =; elle converge par- 
tout, sauf les deux pôles de S, et même uniformément pour eSOSr—Ee, 
0£9£27, si y est inférieur à trois demis, mais supérieur ou égal à 
l'unité, 1£Y< 4 et elle converge aussi au pole sud de S, si y est 
inférieur à l’unité : y <1. Cette série de Laplace ne converge nulle 


. or . . I 
part absolument, si y est supérieur à un demi, y > > et elle ne con- 


verge pas absolument au pôle sud de S, si y > 0. Si y = : ses sommes 


 partielles oscillent en chaque point de S, a l'exception du pôle sud, 
| entre des bornes finies et leurs bornes d’oscillation sont infinies, 


siy> 5. Au pole sud, les sommes partielles oscillent pour n> entre 


| 

| des bornes finies, si y — 1, et oscillent entre — 0 et +, 8iy >1. 
On voit l’analogie entre ce fait et la propriété suivante de la série de 
Legendre, indiquée par M. Hobson (*): la série de Legendre de f(x) © 
—. diverge partout à l’intérieur de l'intervalle (— 1, +1), si f(x) en un 


5 a À . y 3 
point frontière devient infinie d'ordre y2 ia 


F 7. — La sommabilité (C, 5<2) de la série de Legendre 
Fe en un point frontière x —+1. 


mn  Envisageons la série de Legendre de fie) 


4 IL. PORC) LC KPa (—125 25+1), 
# = | rl -G: 


LL mr 


(1) Proceedings of the Lond. Math. Society, 2° série, t. 7, 1909, P- 34. 
— 24* 
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et supposons que /(x) est absolument intégrable dans (—1, +1) et 
devient infinie en un point frontière, — soit, pour fixer les idées, au 
point æ——1, — d'ordre y. Nous allons étudier la sommabilité 
C, Î£- de la série III en un autre point frontière, æ—<+1, sous 
l'hypothèse de l’existence de f(1 — 0). 
Il est bien connu que, sous les hypothèses faites, la série III 
pour æ =1 est sommable (C, 6 > 2y — 1) avec lasomme f(1— 0), si} 


est supérieur ou égal à trois quarts, 127 et sommable (c, > =); 


si y est inférieur à trois quarts, y < : Il s’agit d’établir que pour y 
inférieur à trois quarts, y < 7 elle est sommable (c, ES :) et a pour 
somme f(1— 0), si f(a) est à variation bornée dans l'intervalle 
(1—«, 1). Le problème posé n’est que le cas particulier pour 
| F(8, g)=/(c0s8)= f(x) 

du problème traité au paragraphe 5, quand le point M se trouve au 
pole nord de S et quand par conséquent w = 0’ et 4 = +’. Donc la fonc- 
tion auxiliaire /(w) 


Flo) = ne JF sd = [ f(cos8") de" = f(cos 6’) = f(a) 


ne différe pas de la fonction développée et l’on obtient le théorème 
suivant : d = | 
Tuéorème. — La série III est sommable (C, =: ) pour x=1[2 =—1] 
et a pour somme f(1 — o)[ f(o — 1)], si la fonction développée f(a) est 
à variation bornée dans l'intervalle (1 — ¢, 1)[(—1, € -- 1)] et st elle est 
absolument intégrable dans tout intervalle (— 1, + 1), pourvu que ¥ soit 
inférieur à trois quarts, y << : ; pour Y supérieur ou égal à trois quarts, 
> 3 l ER ’ 1 \ 
Y= 7 la série III n’est pas sommable (¢, x): 


En appliquant le second théoreme du paragraphe 5, on voit que 


l'hypothèse « f(x) est à variation bornée dans (1— €, 1) » peut être 


remplacée, sous la supposition de l'existence de J(1— 0), par la con- 


at ae 
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dition suivante : 


® +? 


im ze) tm f° pen fu—e) _ f(coso)— f=) 7, <9 


ae 40) 
sin — 
2 


qui est remplie lorsque /(æ) satisfait dans le voisinage du point 2 =1 
à l’un des critères connus de la convergence des séries trigonomé- 
triques. Par exemple, on a lim yA) = 0, Si I) satisfait à la condi- 


tion de Lipschitz-Dini : 
lim | #( cosw) — f(1—0)|logo =o, 


c’est-à-dire à la condition 
lim | f(w) —f(1— 0) [log(1— 2) =0, 
rai 5 

ce qui donne le théoreme : 


La série WW d’une fonction f(x) absolument intégrable dans 
(— 1, +1) est sommable (c, =) pour æ—+1[x——1] ea pour somme 
fU—o)[f(o— 1)], st cette expression existe et si l'ordre y d’infinitude 
de f(x) au point x =—1[x=+ 1] est inférieur à trois quarts, Y < v 
pourvu qu'au point æ=+i[x=—1] f(x) satisfasse à la condition de 
Lipschits: -Dint : | 

NE ne NT £6) |1ogp = 6 (pour æ—1); 
pin Abe 1) re (or) [logp=o : (pour Be Teh 


Passons maintenant à la sommabilité (<G, $<3) et supposons 


que f(x) est à variation bornée partout dans (— 1, + 1), sauf les voi- 
: sinages des points intérieurs isolés x = £,, où f(x) se présente sous 
la forme (19) : 


(19) Ay] o—Exl-Pe+ qu(r) — (Be<t) - 
Ann. Ec. Norm., (3), XL. — Novemere 1923. 41 
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ou sous la forme (20) : 


(20) Axlog|æ—&Exl+pe(z) ([Eel<13 Jo — be] Se), 
et sauf le voisinage du point 2 = —1, où f(x) se présente sous la 
forme 


A(1+ a@)-Y+ TA - (—1£æ£e—:1), 


p(x) et 9,(2) étant à variation bornée. Nous dirons dans ce cas 
que f(x) satisfait à l'hypothèse (H). 

La sommabilité (C, 62 0) de la série de Legendre en un point frontière 
pour à << = a été étudiée par MM. Hobson (‘) et Chapman (?), sous 
l'hypothèse que la fonction développée f(x) est à variation bornée 
non seulement à l'intérieur de l'intervalle (— 1, +1) [sauf les voi- 
sinages des points.x = £,, où elle se présente sous la forme (19)], mais 
aussi au voisinage 12|æ|21 — € des deux points frontières x == +1. 
M. Hobson établit qu’en ce cas la série III diverge aux points frontières 
æ——+1, si B est supérieur ou égal à un demi, B2:; B désignant le 
plus grand de tous les exposants B,, et qu’elle converge pour z = +1, 


si B est inférieur à un demi, B< ~. M. Chapman envisage le cas 
1>62 : et démontre qu’en ce cas la série III est sommable 
(C, ~>és>6- ;) pour|x|=1. 

On voit que les cas où 8 est inférieur à un demi, B< = et où f(x) 


possède à l’intérieur de l'intervalle (—1, + 1) des infinis logarith- 
miques, sont restés inétudiés et que, quant à l'allure de f(a) dans le 
voisinage du point frontière, différent de celui où l'on envisage la 
sommabilité (C, à) de la série III, notre hypothèse (H) est beaucoup 
plus large que I’hypothese faite par MM. Hobson et Chapman, qui 
supposent f(x) à variation bornée dans le voisinage des deux points 
frontières a = +1, 

En appliquant les résultats et le théorème du paragraphe 6 dans le 


EL te) ie EE 


(1) Proceedings of the Lond. Math. Society, 2° série, t. 7, 1909, p. 39. 
(?), Mathematische Annalen, t. 72, 1912, p. 224-226, § 5. 


DE 
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cas particulier, quand le point M(0, ) se trouve au pôle nord de S et 
quand 


F(9', 9’) =f(cos@') = f(x) 
nous obtenons le théorème suivant : 
Tntorime. — La série de Legendre d’une fonction f(x), qui satis fait 
à l'hypothèse (H), est sommable (C, D > — :) en point frontière 


æ—=1[x— — 1] avec la somme f(1 — o)[ f(o —1)], st f(x) ne possède 
à l’intérieur de l’intervalle (— 1, +1) que des infinis logarithmiques et 


A x ee : I 
st y est inférieur ou égal à un quart, y< gp « n'est pas dans ce cas som- 


mable (c, c= x): La série TL est toujours sommable (C, Ô) pour Ô 


supérieur à 2y—1e à BG — =) d>œ2y—-1 et B— =; où B est le plus 
grand de tous B,, et elle n'est pas sommable (C, 0), st 0 est inférieur ou 
égala2y—1 ou aB—-~: OS ay —1 et B— =. 


Les résultats de MM. Hobson et Chapman sont des cas particuliers de 
ce théorème général. 
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LES VARIÉTÉS A CONNEXION AFFINE 


ET 


LA THÉORIE DE LA RELATIVITE GÉNÉRALISÉE 


(PREMIÈRE PARTIE) 


Par E. CARTAN 


La plupart des Chapitres de ce Mémoire, qui paraîtra en deux 
parties, sont consacrés à la théorie purement géométrique de ce que 
j'appelle Jes variétés à connexion affine, et qui comprennent, comme 
cas particulier, les variétés à connexion métrique et les variétés à con- 
nexion euclidienne. Le terme « connexion affine » est emprunté 
à M. H. Weyl (‘), mais il prend dans ce Mémoire uné signification 
élargie. Comme je l'ai indiqué à grands traits dans des Notes aux 
Comptes rendus de Académie des Sciences (?), une variété à connexion 
affine est une variété qui, au voisinage immédiat de chaque point, a 
tous les caractères d’un espace affine, et pour laquelle on a une loi de 
repérage des domaines entourant deux points infiniment voisins : cela 
veut dire que si, en chaque point, on se donne un système de coor- 
données cartésiennes ayant ce point pour origine, on connaît les for- 
mules de transformations (de même nature que dans l'espace affine) 
qui permettent de passer d’un système de référence à tout autre sys- 
tome de référence d’origine infiniment voisine. Dans la théorie de 


ee ee  ——— 


(1) Dans son beau Livre : Temps, espace, matière, traduit sur la quatrième édition 
allemande par Gustave Juvet et Robert Leroy; Paris, A. Blanchard, 1922. 
(2) C. R., t. 174, p. 437, 593, 734, 857, 1104. 
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M. H. Weyl, ce repérage de proche en proche est soumis a priort à une 
certaine restriction, dont on ne voit pas bien la nécessité logique, et 
qui consiste dans l'existence, au voisinage de chaque point, de ce qu'il 
appelle un système de coordonnées géodésique. J'avais indiqué, dans 
les Notes signalées ci-dessus, que la différence qui existait entre une 
variété à connexion affine et un espace affine proprement dit se mani- 
festait par un déplacement affine associé à tout contour fermé infini- 
ment petit : ce déplacement peut se décomposer en une translation et 
une rotation : la translation traduit la torsion, la rotation traduit la 
courbure de la variété. Dans la théorie de M. H. Weyl, la torsion est 
constamment nulle. Toutes ces notions s'étendent aux variétés à con- 
nexion métrique ou euclidienne; la théorie classique des espaces 
définis par un ds? (espaces de Riemann) n’est au fond que celle des 
variétés à connexion euclidienne sans torsion (‘) : -c'est sur elles, 
comme on sait, que repose la théorie de la relativité généralisée édifiée 
par M. Einstein. 

Les propriétés fondamentales des variétés à connexion affine sont 
étudiées dans le Chapitre IT, celles des variétés à connexion métrique 
ou euclidienne dans le Chapitre III. Quelques indications sommaires 
sur la théorie des courbes et des surfaces, en particulier sur les lignes 
droites des variétés à connexion euclidienne, sont données dans le 
Chapitre IV.: 

En dehors de ces trois Chapitres de Géométrie pure, la première 
partie du présent Mémoire contient deux Chapitres d'applications à la 
théorie de la gravitation newtonienne et de la gravitation einsteinienne. 
Au fond, j'ai repris l’idée initiale de M. Einstein, d’après laquelle, 
pour un observateur entrainé dans un champ de gravitation et portant 
avec lui un système de référence animé d’un mouvement de trans- 
lation, les lois de la Physique seraient vraies dans son voisinage 
comme si son système de référence était immobile et comme s’il n’y 
avait pas de champ de gravitation : son propre mouvement satisferait 
au principe d'inertie. Cela revient pour l'observateur à regarder comme 


(*) M. D. J. Srruik vient de publier sur la théorie des espaces de Riemann un exposé 
d'ensemble, intitulé : Grund:üge der mehrdimensionalen Differentialgeometrie (Berlin, 
Julius Springer, 1922), qui contient une bibliographie très complète. 
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 équipollents des systèmes de référence qui ne le sont pas dans le sens 


classique, c’est-à-dire cela revient à regarder l'espace-temps comme 
une variété à connexion affine. En gardant toutes les notions de la 
Mécanique classique, on a ainsi une réduction à la Géométrie de la gra- 
vitation newtonienne, réduction qui est exactement de la même nature 
que cellé qui est fournie par la théorie. d'Einstein et qui montre, 
comme elle, l’interdépendance de la connexion affine de |’Univers et 
de la distribution de la matiéredans l'espace. En toute rigueur on a, en 
guise d’explication, fait une simple convention de langage; mais cela 
montre justement l'importance, dans l’évolution de la Science, des 
conventions de langage judicieusement choisies. 

La gravitation newtonienne étant ainsi expliquée, le passage de la 
théorie de Newton à celle d’Einstein est presque intuitif lorsqu'on a 
donné aux lois de la gravitation newtonienne leur forme invariante, 
c’est-à-dire indépendante du système de référence variable adopté aux 
différents points d'Univers : cette forme invariante ne fait intervenir 
que la courbure de l’espace-temps, et la forme invariante des lois de 
la gravitation einsteinienne n’en est presque que la simple transpo- 
sition, quand on passe des notions de l’espace et du temps utilisées en 
Mécanique classique aux notions de l’espace et du temps utilisées en 
Relativité restreinte. 

Avant d'arriver à exposer ce parallélisme, ce qui est fait au dernier 
Chapitre de cette première partie, une question préjudicielle impor- 
tante était à poser : les phénomènes physiques sont-ils compatibles 
avec plusieurs définitions distinctes de la connexion affine de l’espace- 
temps? Cette question en présuppose elle-même une autre : comment 
doit-on formuler les lois physiques quand on adopte telle ou telle con- 
nexion affine pour l'espace-temps? Les lois physiques se traduisent 
en général par des équations aux dérivées partielles qni font inter- 
venir au fond les nombres qui mesurent certaines grandeurs d'état 
physique en un point de l'espace-temps et les nombres qui mesurent 
ces mémes grandeurs en un point infiniment voisin; pour pouvoir 
formuler analytiquement la loi, il faut savoir rapporter les deux séries 
de mesures à un système de référence commun, au cas où les mesures 
ont été faites au moyen de deux systèmes de référence différents : 


autrement dit, il faut connaitre la connexion affine attribuée à 
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l’espace-temps. Mais cette connexion étant supposée connue, le pro- L 
blème est loin d’être résolu : sa solution dépend en grande partie de 
l'interprétation physique des formules analytiques, qui traduisent les 
lois en question. Par exemple, certaines lois peuvent s'exprimer par 
la propriété qu’une certaine intégrale, étendue à un domaine fermé 
à deux dimensions ou à trois dimensions, de l'espace-temps, est 
nulle (‘); une telle loi est, à un tres large degré, indépendante de la 
connexion affine attribuée à l’espace-temps. D’autres, comme le prin- 
cipe d'inertie en Mécanique, la font sûrement intervenir. Dans le 
Chapitre I, je montre que, soit en Mécanique classique, soit en 
Relativité restreinte, la Dynamique des milieux continus, dont les 
équations sont établies en partant d’un même point de vue basé sur la 
conception de l’espace-temps comme variété à quatre dimensions, 
comporte une infinité de connexions affines équivalentes : autrement 
dit, les phénomènes mécaniques ne sont capables de nous révéler 
qu'une classe de connexions affines entre lesquelles le choix est a priori | 
arbitraire. 

C'est au Chapitre V que, grace à l'étude géométrique faite aux Cha- 
pitres II et III, je montre qu’entre toutes les connexions affines méca- 
niquement équivalentes, il en existe une qui se distingue de toutes les 
autres par des propriétés intrinsèques. La considération des lois de 
l'Électromagnétisme de Lorentz conduit à penser que cette connexion 
affine est à torsion nulle, ce que n’exigeaient pas nécessairement les 
lois de la Mécanique. Ainsi serait justifiée l’idée a priori de M. Einstein 
que les propriétés physiques de l'Univers (?) sont contenues tout 
entières dans son ds?. Néanmoins, la conclusion pourrait être en défaut 
si l'on adoptait de la Mécanique des milieux continus une conception 
plus large que d'habitude, en admettant la possibilité d'éléments de 
matière doués de moments cinétiques noninfiniment petits par rapport 
à leur quantité de mouvement. Dans ce cas, il y aurait lieu de généra- 
liser la théorie d’Einstein ; j’indique la plus naturelle de ces générali- 
sations : dans cette nouvelle théorie, la torsion de l'Univers continue 
à être nulle dans le vide. 


(1; Citons : en Mécanique classique, la loi de conservation de la masse; en Électroma- 
gnétisme, les deux premiers groupes des équations de Maxwell. | 
(?) Tout au moins celles qui font l'objet de la théorie de la relativité généralisée. 


| 
E 
| 
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Dans la seconde partie de ce Mémoire, j'étudierai d’une maniere 
approfondie les tenseurs de torsion et de courbure. Cette étude n'était 
pas indispensable auparavant; il est en effet très remarquable que, 
dans les applications à la théorie de la relativité, la rotation qui traduit 
la courbure de l'Univers entre globalement, sans qu’on ait besoin de 
faire figurer explicitement les coefficients qui la définissent analyti- 
quement ('). , 

La lecture du Mémoire ne suppose pas la connaissance du calcul 
différentiel absolu : en revanche, elle suppose connues les règles fon- 
damentales du calcul des intégrales multiples, en particulier celles qui 
font passer d’une intégrale étendue à un domaine fermé à l'intégrale 
étendue au domaine à une dimension de plus limité par le pre- 
mier(?). Au fond, les lois de la Dynamique des milieux continus et 
celles de l'Électromagnétisme s'expriment par des équations analogues 
à la formule de Stokes ou à cette formule généralisée. 

Bien que le calcul différentiel absolu ne m’ait pas été utile, j'ai 
néanmoins employé certaines de ses notations en utilisant, par 
exemple, des indices inférieurs et supérieurs; j'ai aussi, malgré les 
inconvénients que cela peut présenter, supprimé les signes de som- 
mation quand ;il n’y avait pas d’ambiguité possible. Peut-être cela 
engagera-t-il ceux qui sont familiarisés avec le calcul diflérentiel 
absolu (et qui ne l’est peu ou prou actuellement?) à s'engager avec 
moins de méfiance dans la lecture de ce Mémoire. 


CHAPITRE I. 


LA DYNAMIQUE DES MILIEUX CONTINUS ET LA NOTION DE CONNEXION AFFINE 
DE L'ESPACE-TEMPS. 


Le principe d'inertie et la gravitation newtonienne. 


4. La Mécanique classique, telle qu’elle a été fondée par Newton, 


= 


(2) Cela n’est pas le cas dans les expositions faites habituellement de la théorie. 
(2) Je me permets à cet égard de renvoyer le lecteur à mes Lecons sur les Invariants 
intégraux; Paris, Hermann, 1922. 


Ann. Ec. Norm., (3), XL. — Novempre 1923. 42 
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reposait sur la notion d'un temps absolu et d'un espace absolu; tout 
événement était localisé analytiquement dans le temps par le choix 
d’une origine des temps et d’une unité de temps, dans l’espace par le 
choix d’un système de coordonnées fixes, par exemple ayant pour ori- 
gine le centre de gravité du système solaire et des axes dirigés sur des 
étoiles fixes: il était naturellement loisible de prendre tout autre sys- 
tème d’axes, pourvu qu'il fût invariablement lié au premier. Comme 
on sait, les lois de la Mécanique restent vraies si, tout en conservant 
la notion du temps absolu, on admet des axes de coordonnées mobiles 
par rapport à l'espace absolu de Newton, à la condition que ces axes 
soient animés, par rapport à cet espace absolu, d’un mouvement de 
translation rectiligne et uniforme. On arrive ainsi à la notion de 
système de référence de Galilee. 

Le principe d'inertie s’énonce de la manière suivante : Un point 
matériel, soustrait à l’action de tous les autres corps, se meut de manière 
que sa vitesse, déterminée par rapport à un système de référence de 
Galilée, soit constamment équipollente à elle-méme. Si \e principe 
d'inertie est valable pour un système de référence de Galilée, il l'est 
pour tous les autres. 

Analytiquement, la chose est évidente, si l’on se sert des formules 
de passage d’un système de référence de Galilée à un autre. Plaçons- 
nous dans le cas général où l’on fait usage, pour localiser un point 
dans l’espace, de coordonnées cartésiennes quelconques; rectangu- 
laires ou non ('). Les formules de transformation sont 


aw=arthytayst+gtth, 
vy! = A, + by + Cys + Set + hy, 
3!’ = ax + byy+eys+ gt + hs; 
t=t+h. 


(1) 


avec des coefficients constants. 
On peut donner au principe d'inertie un autre énoncé. Convenons 


(1) Les lois de la Mécanique classique conservent exactement la même forme en coor- 
données obliques qu'en coordonnées rectangulaires et les formules de la Mécanique théo- 
rique y sont exactement les mêmes. 
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d'appeler « systèmes de référence éguipollenis » deux systèmes de 
référence formés de deux trièdres de coordonnées équipollents au 
sens géométrique ordinaire de ce mot, et supposés immobiles l’un par 
rapport à l’autre; analytiquement, les formules de passage d’un sys- 
tème de référence à un système équipollent sont de la forme 


æ'=x + hi, 
J'étais 
3 =35 +, 
td —t+h. 


Cela posé, attachons à un point matériel mobile, à chaque instant de 
son mouvement, un système de référence de Galilée ayant pour origine 
le point lui-méme ('). Le principe d'inertie s’énonce alors ainsi : 


Si un point matériel est soustrait à l’action de tous les autres corps et 
qu'on lui attache à chaque instant un système de référence de Galilée 
constamment équipollent à lui-même, les composantes de sa vitesse, détcr- 
minées à chaque instant par rapport au système de référence correspon- 
dant, sont constantes. 


2. On voit que la structure de la Mécanique classique repose sur 
deux notions : 


1° La notion du système de référence de Galilée (qui permet de 
définir la vitesse d’un point mobile); 

> La notion de systèmes de référence de Galilée équipollents (qui 
permet d’énoncer le principe d’inertie). 


Il est essentiel de remarquer que l'avantage du second énoncé du 
principe d'inertie tient à ce qu'il n'utilise essentiellement la notion de 
systèmes de Galilée équipollents que pour deux systèmes d'origines infini- 


ment VOISINES. 
Dans toutes les généralisations qui ont été faites de la Mécanique 


EE SE 


Se 


(1) Cela veut dire que le point est l'origine des aves de coordonnées et que l'instant 


où on le considère est pris comme origine du temps- 


ee 


332 E. CARTAN. 


classique ou relativiste, la notion de systéme de référence de Gaiilée 
est restée inébranlable; c’est sur la notion de systèmes de référence 
équipollents qu'ont porté au fond les modifications. 

Restons toujours dans le cadre de la Mécanique classique, avec la 
notion du temps absolu (mesuré avec une unité de temps fixée une 
fois pour toutes). Nous allons voir qu’une modification de la notion 
de systèmes de référence équipollents va nous permettre d’étendre le 
principe d'inertie non seulement à un point matériel soustrait à l’ac- 
tion de tous les autres corps, mats encore à un point matériel placé dans 
un champ de gravitation. Rapportons la position d’un point dans 
l’espace et le temps à un système de Galilée fixe dont nous appellerons 
T, le trièdre des coordonnées, ct considérons un champ de forces 
analogue au champ de gravitation, c’est-à-dire, au fond, un champ 
d’accélérations (X, Y, Z). 

Si, par rapport au système de Galilée fixe, la vitesse du mobile 
à l'instant ¢ est 


sa vitesse à l'instant ¢ + dt sera 


u+Xdt, v+Ydt, w+Zdt. 


Attachons au mobile à l'instant ¢ un trièdre de coordonnées T équi- 
pollent à T, au sens géométrique ordinaire du mot, et de même atta- 
chons-lui à l'instant ¢ + dé un triédre T’ équipollent à T,. Ces trièdres 
ne définissent des systèmes de Galilée que si l’on se donne leurs mou- 
vements de translation rectilignes et uniformes par rapport à T,; s’ils 
sont choisis, nous aurons défini deux systèmes de référence de 
Galilée d’origines 
TZ, Ve ay 6; 
e+dzx, y+dy, s+dszs, t+dt. 


Appelons respectivement 


“a, tO, *é, 


a> Oo 


les vitesses de translation des trièdres T et T! par rapport à T,. Cela 
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posé, la vitesse du point par rapport au système de Galilée qui lui est 
attaché à l'instant ¢ a pour composantes 


wt. 8 — 0; oe —C, 


la vitesse par rapport au systéme de Galilée qui lui est attaché à l'ins- 
tant ¢ + dt a pour composantes 


utXdt—a, v+Ydt—b", w + Zdt—c". 


Les composantes n'auront pas changé si l'on a 
Ta Ae, Sp Tae, Vic Lat. 


Par suite, le mouvement d’un point matériel quelconque placé dans le 
champ de forces considéré satisfera encore au principe d'inertie st l’on 
convient de regarder comme équipollents deux systèmes de référence de 


Galilée d'origines infiniment voisines © 
be] . 


LY Vs Fy; [aS 
x+dr, y + dy, s+ds, t+dt, 


lorsque leurs triédres de coordonnées T et I’ sont équipollents au sens geo- 
métrique ordinaire du mot, el lorsque de plus le trièdre T’ est animé par 
rapport au triédre T d’un mouvement de translation rectiligne et uni forme 
de vitesse (X dt, Y dt, Zdt). 

Remarquons que, là encore, n'interviennent que les relations 
mutuelles qui existent entre deux systèmes de référence infiniment 
voisins. | | 


3. On peut présenter les choses d'une autre manière, qui est 
peut-être plus intuitive et qui se rapproche davantage du point de vue 
qui a servi de point de départ à M. Einstein dans sa théorie de la gra- 
vitation. Imaginons un point matériel mobile dans le champ de forces 
considéré et un trièdre T ayant ce point pour origine entrainé avec lui 
d’un mouvement de translation. A chaque instant t considérons le sys- 
tome de référence de Galilée constitué par un tricdre T coincidant 
avec T à l'instant considéré et animé d'un mouvement de translation 
rectiligne et uniforme ayant pour vilesse la vitesse actuelle du point 
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mobile (*); par rapport à ce système de Galilée, le point matériel a 
évidemment une vitesse nulle; son mouvement satisfait donc au prin- 
cipe d'inertie (constance de la vitesse) si les systèmes de référence de 
Galilée successifs définis par les trièdres T sont considérés comme 
équipollents de proche en proche. On voit bien que la vitesse constante 
du triédre T correspondant à l’instant { + di par rapport au trièdre T 
correspondant à l'instant ¢ est 


Xdt; Ydt, fat. 


Considérons, par exemple, le champ uniforme constitué par la 
pesanteur à la surface de la Terre, en supposant pour un instant que 
nous puissions négliger le mouvement de la Terre par rapport à l’es- 
pace absolu. En prenant un axe des = vertical et ascendant, deux 
trièdres parallèles T et T’ considérés l’un à l'instant 4, l’autre à l’ins- 
tant 2 + dt, seront considérés comme définissant deux systèmes de 
référence de Galilée équipollents si le second est animé par rapport 
au premier d’une vitesse verticale constante gdt. Dans ce cas, on peut 
attacher à tout événement (a, y, z, ¢) de l'espace-temps un système 
de référence de Galilée de manière que lous ces systèmes soient équi- 
pollents entre eux; il suffira de se donner le système de Galilée attaché 
à un événement particulier (29, Yo, &os Le): tous les autres seront par- 
faitement déterminés. 

Cette circonstance ne se présente plus dans le cas général. La rela- 
tion d’équipollence, étant seulement définie de proche en proche, ne 
permet de dire que deux systèmes sont équipollents que si l’on se 
donne le chemin suivi dans Pespace-temps pour aller de l’origine de 
l’un à l'origine de l'autre; deux systèmes équipollents pour un certain 
chemin cesseront de l'être pour un autre chemin. Nous reviendrons 
plus loin sur cette question fondamentale. 


4. Convenons de dire que les conditions d'équipolience de deux 
systemes de Galilée d’origines infiniment voisines définissent des pro- 


AE Satie DIST ta EPP cra ra CPR cy core elect ca le 


(1) En réalité, pour l'usage qui est fait du trièdre T, on peut le remplacer par le trièdre T 
lui-même, qui joue ainsi, au point de vne de la mesure de la vitesse d'un point à l’ins- 
tant ¢, le rôle d'un trièdre de Galilée. 


CA 


VARIÉTÉS A CONNEXION AFFINE. THÉORIE DE LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE. 331 


d'appeler « systèmes de référence équpollents » deux systèmes de 
référence formés de deux trièdres de coordonnées équipollents au 
sens géométrique ordinaire de ce mot, et supposés immobiles l’un par 
rapport à l’autre; analytiquement, les formules de passage d’un sys- 
tème de référence à un système équipollent sont de la forme 


æ'="x +, 
y =y thy, 
a 


pi =3+h, 
hath 


Cela posé, attachons à un point matériel mobile, à chaque instant de 
son mouvement, un système de référence de Galilée ayant pour origine 
le point lui-mème ('). Le principe d'inertie s’énonce alors ainsi : . 


Si un point matériel est soustrait à l’action de tous les autres corps et 
qu'on lui attache à chaque instant un système de référence de Galilée 
constamment équipollent à lui-méme, les composantes de sa vitesse, détcr- 
minées à chaque instant par rapport au système de référence correspon- 


| dant, sont constantes. 


. 2. On voit que la structure de la Mécanique classique repose sur 
deux notions : 


1° La notion du système de référence de Galilée (qui permet de 
définir la vitesse d’un poiit mobile); | 

»° La notion de systèmes de référence de Galilée équipollents (qui 
permet d’énoncer le principe d’inertie). 


Il est essentiel de remarquer que l'avantage du second énoncé du 
principe d'inertie tient à ce qu'il n'utilise essentiellement la notion de 


svstèmes de Galilée équipollents que pour deux systèmes d'origines infini- 


ment vorsines. 
Dans toutes les généralisations qui ont été faites de la Mécanique 


—————————— 


PR Re 


(:) Cela veut dire que le point est l'orixine des aves de coordonnées et que l'instant 


où on le considère es! pris comme origine du temps- 


Le 
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classique ou relativiste, la notion de système de référence de Galilée 
est restée inébranlable ; c’est sur la notion de systèmes de référence 
équipollents qu'ont porté au fond les modifications. 

Restons toujours dans le cadre de la Mécanique classique, avec la 
notion du temps absolu (mesuré avec une unité de temps fixée une 
fois pour toutes). Nous allons voir qu’une modification de la notion 
de systèmes de référence équipollents va nous permettre d'étendre le 
principe d'inertie non seulement à un point matériel soustrait à l’ac- 
tion de tous les autres corps, mais encore à un point matériel placé dans 
un champ de gravitation. Rapportons la position d’un point dans 
l'espace et le temps à un système de Galilée fixe dont nous appellerons 
T, le trièdre des coordonnées, ct considérons un champ de forces 
analogue au champ de gravitation, c’est-à-dire, au fond, un champ 
' d’accélérations (X, Y, Z). 

Si, par rapport au système de Galilée fixe, la vitesse du mobile 


a l’instant ¢ est 
u, 0, #, 


sa vitesse à l'instant ¢ + di sera 


u+Xdt, v+Ydt, w+Zdl. 


Attachons au mobile à l'instant ¢ un trièdre de coordonnées T équi- 


pollent à T, au sens géométrique ordinaire du mot, et de même atta- 
chons-lui à l’instant ¢ + dé un trièdre T’ équipollent à T,. Ces trièdres 
ne définissent des systèmes de Galilée que si l’on se donne leurs mou- 
vements de translation rectilignes et uniformes par rapport à T,; s'ils 


sont choisis, nous aurons défini deux systèmes de référence de 


Galilée d’origines 
ZY, 2, t; 
T+dx, y+dy, 5+d3 t+dt. 


Appelons respectivement 


B,D Hite; 
a, b', c' 


les vitesses de translation des trièdres T et T’ par rapport à T,. Cela 
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posé, la vitesse du point par rapport au système de Galilée qui lui est 
attaché à l'instant ¢ a pour composantes 


u—a, v—b, w—c; 


la vitesse par rapport au système de Galilée qui lui est attaché à l'ins- 
tant ¢ + dt a pour composantes 


‘u+Xdt—a, v+Ydt—b, w+Zdt—c’. 


Les composantes n’auront pas changé si l'on a 


a —a—=Xdt, b'—b=XYdt, c’—c=Zdt. 


_ Par suite, le mouvement d’un point matériel quelconque placé dans le 
champ de forces considéré satisfera encore au principe d ’inertie si l'on 
convient de regarder comme équipollents deux systèmes de référence de 
Galilée d’origines infiniment vôisines ‘. 


PAN, Pe SENTE) 
x + dx, y +dy, 2+dz, t+ dt, 


lorsque leurs trièdres de coordonnées T et T' sont équipollents au sens geo- 
métrique ordinaire du mot, et lorsque de plus le triédre T' est animé par 
rapport au triédre T d'un mouvement de translation rectiligne et uni forme 
de vitesse (X dt, Y dt, Zdt). 

Remarquons que, la encore, n'interviennent que les relations 
mutuelles qui existent entre deux systèmes de référence infiniment 


voisins. 


3. On peut présenter les choses d’une autre manière, qui est 
peut-être plus intuitive et qui se rapproche davantage du point de vue 
qui # servi de point de départ à M. Einstein dans sa théorie de la gra- 
vitation. Imaginons un point matériel mobile dans le champ de forces 
considéré et un trièdre T ayant ce point pour origine entrainé avec lui 
d'un mouvement de translation. A chaque instant ¢ considérons le sys- 
ième de référence de Galilée constitué par un trièdre T coincidant 
avec T à l’instant considéré et animé d’un mouvement de translation 


rectiligne et uniforme ayant pour vitesse la vitesse actuelle du point 
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mobile (‘); par rapport à ce système de Galilée, le point matériel a 
évidemment une vitesse nulle; son mouvement satisfait donc au prin- 
cipe d'inertie (constance de la vitesse) si les systèmes de référence de 
Galilée successifs définis par les trièdres T sont considérés comme 
équipollents de proche en proche. On voit bien que la vitesse constante 
du triédre T’ correspondant à l'instant ¢ + dé par rapport au trièdre T 
correspondant à l’instant £ est 


Xdt, Ydt, at. 


Considérons, par exemple, le champ uniforme constitué par la 
pesanteur à la surface de la Terre, en supposant pour un instant que 
nous puissions négliger le mouvement de la Terre par rapport à l’es- 
pace absolu. En prenant un axe des = vertical et ascendant, deux 
trièdres parallèles T et T’ considérés l’un à l'instant £, l’autre à l’ins- 
tant 4 + dt, seront considérés comme définissant deux systèmes de 
référence de Galilée équipollents si le second est animé par rapport 
au premier d’une vitesse verticale constante gdt. Dans ce cas, on peut 
allacher à tout événement (x, y, 5, 2) de l’espace-temps un système 
de référence de Galilée de manière que tous ces systèmes soient équi- 
pollents entre eux; il suffira de se donner le système de Galilée attaché 
à un événement particulier (29, Yo, 9, ¢,); tous les autres seront par- 
faitement déterminés. | 

Cette circonstance ne se présente plus dans le cas général. La rela- 
tion d’équipollence, étant seulement définie de proche en proche, ne 
permet de dire que deux systèmes sont équipollents que si l’on se 
donne le chemin suivi dans V'espace-temps pour aller de l’origine de 
l’un à l'origine de l’autre ; deux systèmes équipollents pour un certain 
chemin cesseront de l'être pour un autre chemin. Nous reviendrons 
plus loin sur cette question fondamentale. 


4. Convenons de dire que les conditions d'équipolience de deux 
systémes de Galilée Worigines infiniment voisines définissent des pro- 


——____.. ere ae 


(1) En réalité, pour l'usage qui est fait du trièdre T, on peut le remplacer par le trièdre T 
lui-même, qui joue ainsi, au point de vue de la mesure de la vitesse d’un point à l’ins- 
tant ¢, le rôle d'un trièdre de Galilée. 
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elles sont identiquement vérifiées s’il n’y a pas de pression; dans le 
eas général elles donnent 


Pzv— Pys=%s 
Pre Pr" 9, 
Pyx— Pry = oO. 


14. On peut représenter les résultats précédents au moyen d’une 
notation vectorielle simple. Désignons par les lettres 


Go, 81, G2, e; 


les quatre vecteurs d’Univers qui ont respectivement pour compo- 
santes 


On, LO, LUS, 


Les quatre derniers sont des vecteurs d'espace. Avec ces notations 
la « quantité de mouvement-masse » d'un point matériel de masse m 
est représentée par | 


Ua ur ay ds 
0 wT, DR" due ET 3 . 


Si nous convenons encore de désigner par une lettre m un point 
TS: sets tee CD : 
d'Univers (4, 2, y, =), la dérivée = de ce point par rapport au temps 
est le vecteur d’Univers de composantes 


dx dy dz 


edt dt Ca 
on voit que la « quantité de mouvement-masse » d’un point matériel 
est représentée par la notation ; 


mm, 
m —: 
dt 


Les points et les vecteurs (libres) sont des formes géométriques du 
premier degré. On peut considérer aussi des formes géométriques du 
second degré, qui représentent des systèmes de vecteurs glissants. 
On désigne par [mm'} le vecteur glissant qui a pour origine le point 
d’Univers m et pour extrémité le point d'Univers m’. Ce vecteur 
glissant a dix coordonnées plückériennes qui sont les déterminants 
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du deuxième ordre formés avec le Tableau 


on a évidemment : 
[m'm]=——[mm']. 


_ De même on désignera par [me] le vecteur glissant obtenu en por- 
tant à partir du point d’Univers m un vecteur équipollent à un vecteur 
donné e; les dix coordonnées plückériennes de ce vecteur glissant 
sont formées avec le Tableau 


où figurent dans la seconde ligne les composantes du vecteur e. Enfin 
la notation [ee’] désignera le bivecteur dont les dix coordonnées sont 
formées avec le Tableau 

Molina Be 

o 0! à x! t', 
des composantes des deux vecteurs libres e et e’. 

Dans chacun des cas précédents le vecteur glissant ou le bivecteur 

_ considéré peut être regardé comme le produit (extérieur) des deux — 
facteurs, qui sont des formes géométriques du premier degré (point 
vu vecteur libre). Le produit de deux formes géométriques quelcon- 


ques du premier degré satisfait à la loi distributive, mais change de 
signe avec l’ordre des facteurs. 


12. Le vecteur glissant qui a pour origine le point d’Univers m qui 
représente un point matériel donné à un instant donné, et qu'on 
obtient en portant à partir de ce point sa « quantité de mouvement- 
masse », a pour expression 


et Péquation | 
d | dm |} P 
aim (=a }|=CF 


où F représenté le vecteur glissant « force », contient, en même temps | 
- que Te principe fondamental de la Dynamique, le théorème des 
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moments cinétiques; elle condense en effet les dix équations 


= 

dt 

2 

dt dt 

d dz\ _ 

at") =?, 
. d dx 

aim Ge — me) =X, 

d dy 

5 (me D my)=eY, 

d dz 

5 (me Fees mz) = 7, 

d 3 dy\ _ . 
(my Gam D )=rz ET, 
d dz dz 

AGE: m a) =x £7, 
dr dy dx 

av de 77 D )=2Y-r* 


13. Revenons à la Mécanique des milieux continus. Désignons 
par G le vecteur glissant qui représente l'élément à trois dimensions 
de « quantité de mouvement-masse » et par F le vecteur glissant qui 
représente la force de volume élémentaire. Les équations de la Méca- 
nique sont condensées dans la formule 


(6) G=[dtF]. 
On a du reste ici : 


G=—([me, ]II + [mé,] IL + [me,] 1, + [me, ]H., 
F = [me, |X dz dy dz + [me,]Y dx dy dz + [me; |Z dx dy ds. 


Le calcul de G’ peut se faire en tenant compte de l’équation 
np ee Ete Fe dx + e, dy + e;d3; 
: donne 
‘= [me, ] Il’ + [me, ] 1, + [me,]If, + [me, JI: 
+ [e,e, ][ dll, — dr] + [e,e,] (del, — dy] + [ees] fae, — d:1]° 
+[e.e;][dyIL— d:1E,]+[ese,][dzll, — ne =] + [e.e;] [dx — dy, |. 
Ann. Ec. Norm., (3), XL. — NovEmBRE 1923. 44 
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On vérifie facilement que les coefficients de [e,e, ], [e,e.], [eres | 
sont nuls d'eux-mêmes. 

Si l'on supposait qu'il agisse sur chaque élément de matière non 
seulement une force, mais un couple, l'équation fondamentale (6) ne 
changerait pas, mais il faudrait ajouter à l’expression de F des termes 
de la forme 


[e.e,]L dr dy ds + [e,e,]M dx dy ds + [e,e,]N dx dy ds. 


On aurait alors 


Pzy — Pr: = L, 
Pzz — Ps = M. 
Pyz — Pry =N. 


Il est bien évident que de l’équation (6) on peut déduire l'équation 
fondamentale de la Dynamique du point matériel en supposant que la 
matière soit condensée dans une portion d’espace très petite; on 


obtiendrait alors 
dG = dtF. 


14. L’équation (6) va nous permettre facilement d’écrire les équa- 
tions de la Mécanique des milieux continus en attachant à chaque 
point d’Univers un système de référence de Galilée variable. Nous 
désignerons encore par e,, €,, e:, e, les vecteurs libres d’Univers qui 
définissent le système de référence de Galilée attaché au point m. En 
passant d’un point m à un point infiniment voisin m’, ces vecteurs 
libres varieront, mais la composante de temps du vecteur e, restera 
constamment égale à 1, et les composantes de temps des vecteurs e,, 
e:, &, resteront constamment nulles. On aura donc des formules de la 
forme (‘) 

: dey = 0} 0, + wie, + wie;, 

(5) de, = w}@,+ we, + wes, 
de, = w} 0; + we; + w3@;, 

de, = w}e,+ wie, + w}e;, 


les w/ étant des expressions linéaires par rapport aux différentielles 
—_——_--——————————— ——_—_——_—_—@Z—ZZ © © 


(1) Nous supposons, comme au n° 1, que les axes des trièdres de coordonnées ne sont 
pas nécessairement rectangulaires. 


bte 
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elles sont identiquement vérifiées s’il n’y a pas de pression ; dans le 
cas général elles donnent 


11. On peut représenter les résultats précédents au moyen d’une 
notation vectorielle simple. Désignons par les lettres 


©o; 8), ©», e; 


les quatre vecteurs d'Univers qui ont respectivement pour compo- 
santes 


D: 0 QU SET 


Les quatre derniers sont des vecteurs d'espace. Avec ces notations 
la « quantité de mouvement-masse » d'un point matériel de masse m 


; dx dy S de, 
nt OE et dt oot aT a |. 


est représentée par 


Si nous convenons encore de désigner par une lettre m un point 
4 . LS F dm . 
d'Univers (4, æ, y, 3), la dérivée == de ce point par rapport au temps 
est le vecteur d’Univers de composantes 


dx dy dz. 
no dt -di 


1, 


on voit que la « quantité de mouvement-masse » d’un point matériel 
est représentée par la notation 
mn Er : 
al 

Les points et les vecteurs (libres) sont des formes géometriques du 
premier degré. On peut considérer aussi des formes géométriques du 
second degré, qui représentent des systèmes de vecteurs glissants. 
On désigne par [mm'| le vecteur glissant qui a pour origine Île point 
d'Univers m et pour extrémité le point d'Univers m’. Ce vecteur 
glissant a dix coordonnées plückériennes qui sont les déterminants 


remet 
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du deuxième ordre formés avec le Tableau 


Lubs Bis V NS 

PS METRE : 

on a évidemment : 
[m'm]——[mm |]. 


De même on désignera par [me] le vecteur glissant obtenu en por- 
tant à partir du point d’Univers m un vecteur équipollent à un vecteur 
donné e; les dix coordonnées plückériennes de ce vecteur glissant 
sont formées avec le Tableau 


L. € 82. 
go. G-pi 


yee 
n %, 

ott figurent dans la seconde ligne les composantes du vecteur e. Enfin 
la notation [ee’] désignera le bivecteur dont les dix coordonnées sont 


formées avec le Tableau 
. o 6 2 fi L, 


o 8! & a! r’. 
des composantes des deux vecteurs libres e et e’. 
Dans chacun des cas précédents le vecteur glissant ou le bivecteur 


Cr 


considéré peut être regardé comme le produit (extérieur) des deux 


facteurs, qui sont des formes géométriques du premier degré (point 
ou vecteur libre). Le produit de deux formes géométriques quelcon- 
ques du premier degré satisfait à la loi distributive, mais change de 
signe avec l’ordre des facteurs. 


12. Le vecteur glissant qui a pour origine le point d'Univers m qui 


représente un point matériel donné à un instant donné, et qu'on 


obtient en portant à partir de ce point sa « quantité de mouvement- 
masse », a pour expression 


et Péquation 


où F représente le vecteur glissant « force », contient, en même temps 
. que le principe fondamental de la Dynamique, le théorème des 


} 
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moments cinétiques; elle condense en effet les dix équations 
om = 


IR Sa saa 
a eS 
3 
Sy SE 


= 
~ 
LS 


re 

4 4 

(me F- ma ) =X, 
ok = — my) = yi, 


mt PRE ims) = tZ, 
d 


mer 


va — ms a) =yZL—Y, 


tia 
( 
(ms $ 2° 
(re 


IR Bla Sa Bla Qa Sa 


al" ae be or yX. 


43. Revenons a la re des milieux continus. Désignons 
par G le vecteur glissant qui représente l'élément à trois dimensions 
…— de « quantité de mouvement-masse » et par F le vecteur glissant qui 
— représente la force de volume élémentaire. Les equations de la Méca- 
nique sont condensées dans la formule 


(6) G'=[dtF]. 
On a du reste ici ‘ 


G =[me, ]Il + [me,]I,+ [me,] 11, + [mes ]I., 
F —[me,]X dx dy dz + [me,]Y dx dy dz + [me; |Z dx dy dz. 


Le calcul de G’ peut se faire en tenant compte de l'équation 
_ il donne : 
+ [ese ][ del, — dl] + [ee:][d4ll, — dy] + [eve [dt — ds1]" 
+[e,e,][dyll.— dsI,] + [ese:][dzll, — dril.] + lese,][dx ll, —dyil]. 
Ann. Ee. Norm., (3), XL. — Novempre 1923. 1 44 
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On vérifie facilement que les coefficients de [e,e,], [e,e:], [ese:] 
sont nuls d'eux-mêmes. 

Si l'on supposait qu'il agisse sur chaque élément de matière non 
seulement une force, mais un couple, l'équation fondamentale (6) ne 
changerait pas, mais il faudrait ajouter à l'expression de F des termes 
de la forme 


[ee:]L dr dy ds +[e,e,]M dx dy d:+T[e,e,]N dx dy dz. 


On aurait alors 


Boy — Ps = 
frs Por M. 
Pyx — Par =. 


IL est bien évident que de l’équation (6) on peut déduire l'équation 
fondamentale de la Dynamique du point matériel en supposant que la 
matière soit condensée dans une portion d'espace très petite; on 


obtiendrait alors 
dG = dtF. 


14. L’équation (6) va nous permettre facilement d’écrire les équa- 
tions de la Mécanique des milieux continus en attachant à chaque 
point d’Univers un système de référence de Galilée variable. Nous 
désignerons encore par e,, €,, e., e, les vecteurs libres d’Univers qui 
définissent le système de référence de Galilée attaché au point m. En 
passant d'un point m à un point infiniment voisin m’, ces vecteurs 


libres varieront, mais la composante de temps du vecteur e, restera 


constamment égale à 1, et les composantes de temps des vecteurs e,, 


e:, @, resteront constamment nulles. On aura donc des formules de la 


forme (') 

dey = 0) Oy + 65 © + Wh Cs, 

de, = 61 8; + wie: + wires, 
de, = 0} 0, + wie; + wie, 

de, = wie, + wie, +uwie,;, 


— 
1 
— 


les w étant des expressions linéaires par rapport aux différentielles 


lg 


(1) Nous supposons, comme au n° L, que les axes des trièdres de coordonnées ne sont 
pas nécessairement rectangulaires. 


Fr os 
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des quatre quantités qui servent à définir, d'une manière d’ailleurs 
arbitraire, les différents points d’Univers. Désignons alors par 


(8) dm = we, + w'@; + 0702 + es, 


le vecteur libre d’origine m et d’extrémité m'; w° est simplement 
l'intervalle de temps élémentaire correspondant. On aura encore ici 
des expressions de la forme 
G—[me,lll +[me,]ll:+ [me,]li,+ [me;]Il:, 
F—[me,]Xo'ww+[me,]Yo!tw’w+[me,]Zu'o’o; 


seulement l'expression de G' deviendra plus compliquée, puisque les 
vecteurs libres e,, @,, e,, e, ne sont plus fixes. On aura : 


G'=[me.]l'+[me,]{[N;+ I + oi, + © y+ wi IL] 
+ [me,] [I+ 03+ of M+ 051, + ill] 
+ [me,][M,+ ofl + oH, + o 3M, + will] 
+ [ee] [o°M,— ol ] + [e,e,] (ol, — II ] + [e,e;][o°M,— ofl] 
+ [e,e3][o* H: — wT} + [e381] (ol, —o! Il] + [e,e2][o' M,—o? Hl, ]- 


On en déduit immédiatement les équations cherchées. 


La connexion affine de l'Univers de la Mécanique classique. 


15. Nous avons admis dans ce qui précède la définition ordinaire 
de l'équipollence des vecteurs d'Univers. Mais les formules obtenues 


seraient encore valables avec une définition atbitraire de l’équipollence 


de deux vecteurs d’Univers d'origines infiniment voisines. Avec cette 


nouvelle définition, les formules (7) conservent leur forme mais avec 
des coefficients modifiés Gt). 


(1) Il importe de remarquer que si l'on attachait à chaque point d'Univers un autre 
système de référence de Galilée, défini par exemple par 


ey = Oy + Ue), ‘ 6, = 04; 62 = 8), 63 — 83, 


les formules (7) devraient être modifiées en conséquence ; en particulier 4 serait rem- 
placé par ©) = 06 + uw! + ‘du. 


a5 
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} 
Supposons que les seules forces de volume qui interviennent soient 
dues à la gravitation, ce qui est effectivement le cas dans les appli- 
cations; définir l'équipollence de deux systèmes: de Galilée d’origines 
infiniment voisines revient évidemment à définir l’équipollence de 
deux vecteurs d'Univers d'origines infiniment voisines. Si l’on peut _ 
choisir cette définition de manière à supprimer les forces de gravita- 
tion, les équations de la Dynamique se réduiront à 


G'— 0. 


Or prenons pour e,, e,, e,, e, des vecteurs équipollents au sens 
ordinaire aux vecteurs-unités d'un système de référence de Galilée 
fixe et prenons 


oi =—X dt, = — Y di, W$—= — Z dt, 


wi =o (fji,a,3) 
Les équations de la Mécanique deviendront 


|| gt I, — X [dtl] =o, Ii'.— Y[{ dtl] =o, li, —Z[ dell] = o, 
ou encore 
=, 
= 9X [dtdx dy ds], 
Il, = pY[dtdx dy ds], 
Il, = pZ [dt dx dy ds}; 


te aps 


ce seront les équations classiques dé la Dynamique d’un milieu maté- 
riel continu soumis à une force de volume proportionnelle à la masse. 


ax: 


Il suffit de prendre pour X, Y, Z les composantes de l’accélération due * 
à la gravitation pour faire rentrer la gravitation dans la Géométrie. | 
Le résultat qui vient d'être obtenu est identique à celui qu'avait 
fourni directement la Dynamique du point matériel. Les formules 
dés =—X die, — Y dte,—Zdte,, | 

de, = de, = de, = 0 ; 


signifient en effet que deux systèmes de référence de Galilée d’origines 


(+dt, | 2+ dx, y+dy, s+ds 
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sont regardés comme équipollents lorsque les trièdres correspondants 
! , . + : mie ny & . 3 
T et I’ sont équipollents au sens ordinaire, le trièdre T’ étant anime 


_par rapport au trièdre T d’un mouvement de translation rectiligne et 


uniforme de vitesse (X dt, Y dt, Zdt). 


16. Convenons de dire qu'une définition donnée de l’équipollence 
de deux systèmes de Galilée d'origines infiniment voisines définit une 
connexion affine de l’espace-temps. Il est facile maintenant de voir si 
les phénomènes de gravitation sont compatibles avec plusieurs 
connexions affines distinctes de l'Univers. Faisons auparavant la 
remarque importante que bien que la connexion affine de l'Univers 
dépende de la distribution de la matière dans l’espace, néanmoins, elle 
n'est pas modifiée sensiblement par l'introduction de faibles masses dans 
une région donnée de l'Univers. Si nous raisonnons sur le système 
formé par une de ces faibles masses, la connexion affine de l'Univers 
en chaque point d'Univers correspondant ne dépendra pas de l’état de 
ces masses. Toute modification (imaginable) de la connexion affine de 
l'Univers se traduira dans l'expression de G’ par l'addition des termes 


(9) [me,][{oil+oillL+oll,+ o!IL.] 
+{me,]{oill+wll+w;ll, + oj Tl.) 
+[me;][o3l + o31,+ 031, + will |, 


où l’on a désigné par s;, a les modifications subies par les compo- 
santes w!, w/ de la connexion affine. Les seules modifications possibles 
sont donc celles qui annulent les trois quantités entre crochets, et 
cela quelles que soient les valeurs numériques des quantités qui caracté- 
risent l'état du milieu matériel. 

Placons-nous d'abord au point de vue le plus général possible, la 
connexion affine permettant l’équipollence de deux systèmes de réfé- 
rence de Galilée dont l’un aurait un triédre (T) trirectangle, l’autre un 
trièdre (T’) non trirectangle. Supposons encore, ce qui est permis, 
que les vecteurs e,, ©), 2, €; utilisés dans les formules (7) soient 
toujours équipollents entre eux au sens habituel, c'est-à-dire que tout 
soit rapporté à un système de Galilée fixe. Posons 

wi = y} dt + Ji dE + Vos dY + LAS 
mil, dt yi dr + hs dy +s di. 
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Les coefficients des formes II, IE,, IL,, IL, sont 


Pes Cee oe 
PU? + Pix PUP + Pry, PUW + Pz:, Ag pv? + P:z; 


on peut, pour annuler les trois expressions entre crochets des for- 
mules (7), les regarder comme indépendants. En portant successi- 
vement son attention sur chacun d’entre eux, les autres étant regardés 
comme nuls, on arrive anx formules 


(10) Ye E 2% ME He th: 


elles expriment tout simplement que les trois formes différentielles qua- 


dratiques | 
w, dt + wi dx +a}, dy + 0 dz (7-7, Ne 


sont identiquement nulles. robte | 
On arriverait au même résultat si l’on utilisait simplement la Dyna- 
mique du point matériel; l’égalité 
Cf a De ANG NE" à Val 
at CA e: a Sa AH oh 


où l’on tient compte des relations (7), reste en effet valable en modi- 
fiant les coefficients w!, w/ de ces relations par l'addition des 
termes ow), &! si l’on a 


: ; dx i dy i ds 
Pa TE Matt Fah AR 


el cela quels que soient les rapports mutuels de dx, dy, dz, dt : on arrive 
exactement aux mêmes conclusions. 

Les conclusions au contraire seraient différentes, si l’on ne suppo- 
sait pas la symétrie des composantes de la pression; cette symétrie 
disparaitrait nécessairement si l’on admettait la possibilité de 
couples (‘) agissant sur un élément matériel. Dans ce cas, il faudrait 
que l'expression (9) fût identiquement nulle, même en supposant 


Pres É Pre PysF Psy; P:z Par: 
—_— 7 ———" ——__—___————— 


(1) Ce cas se présenterait pour un aimant placé dans un champ magnétique. 
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On verrait alors facilement que tous les coefficients Y; devraient être 
nuls : il ne resterait que 9 coefficients arbitraires au lieu de 18. Dans 
ce cas, et dans ce cas seulement, la Dynamique des milieux continus 
impose à la connexion affine de l'Univers des conditions plus restric- 


tives que la Dynamique du point matériel. 


17. Supposons maintenant que la connexion affine conserve le 
caractère métrique de l’espace, c’est-à-dire qu’un système de réfé- 
rence constitué par un trièdre trirectangle ne puisse être équipollent 
qu’à un système de référence également constitué par un trièdre 
trirectangle. Dans ce cas-là, si l'on attache à chaque point d’Univers 
un systeme de référence de Galilée tel que les vecteurs d’espace e,, 
e,, e, soient rectangulaires et de longueur égale à 1 (ce qui suppose 
choisie une fois pour toutes une unité de longueur), les formules (7) 
subsistent, mais on a entre les w/ les relations qui se déduisent des 


formules 
(e;)*=1, e,e;=0 bey aa Tig By 3); 


ces relations sont fasion 

w= 0, wt + w= 0; 
les trois quantités &} = — o3, ©} =— o), 0, = — w, sont les compo- 
santes de la rotation qui amène le triédre T à etre équipollent au 
triedre T’. 

Les modifications qu’il est permis de faire à la Connexion affine de 
l'Univers sont alors définies par les même conditions qu’au n° 16; 
seulement le fait qu’on a 

wi m} +w;—0 
réduit à quatre le nombre de coefficients arbitraires : on a (‘) 
oi=rdy—qdsz, wi?=pdz—rdz, wi—qdx—pdy, 


oi=—vi=pdt+hdz, oi=—oi=qdt+hday, wt=—ol=rdt+ hdz. 


Si l’on ne supposait pas la symétrie des composantes de la pression, 
le coefficient À deviendrait nécessairement nul. 


RE 575 
(1) L'interprétation géométrique de ces formules serait facile. 
a 
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18. Nous verrons plus loin comment, suivant qu'on se place au 
point de vue du n° 16 ou au point de vue du n° 17, entre toutes les 


gonnexions affines compatibles avec l'expérience, il en est une qui se : 


distingue des autres par des propriétés intrinsèques. Remarquons 
cependant qu’on pourrait imaginer une théorie mécanique dans 
laquelle le moment cinétique d'un élément de matière par rapport à 
un point pris à l'intérieur de l'élément ne serait pas infiniment petit 
par rapport à la quantité de mouvement du même élément; on pourrait 
supposer aussi que l’état de tension du milieu se manifeste par des 
couples et non seulement des forces agissant sur chaque élément plan. 
Dans ces conditions l'expression analytique de G devrait contenir des 
termes en'[e,e;] et [e;e;], et alors Ja connexion affine de l'Univers 
reléverait uniquement de l'expérience; les faits mécaniques seraient 
compatibles avec une seule définition de l’équipollence de deux sys- 
tèmes de Galilée d'origines infiniment voisines. 


L’espace-temps de la relativité restreinte et sa connexion affine. 


19. La théorie de la relativité restreinte admet les mêmes systèmes 
de référence de Galilée que la Mécanique classique; la seule différence, 
essentielle il est vrai, réside dans les formules qui permettent de 


passer des coordonnées (4, x, y, z) d'un événement rapporté à un 


premier système de référence de Galilée aux coordonnées (Es Lee Y ns Ba) 
du même événement rapporté à un autre système de référence de 
Galilée. Ces formules sont encore linéaires, c’est-à-dire que l’Univers 
de la relativité restreinte est affine, mais la composante de temps £ 
d’un vecteur d’Univers n’est plus invariable. Ce qui ne change pas, 


c’est l’expression 


HE — a — 2) (y — 7 P— (2 ay, 


où c désigne la vitesse de la lumière dans le vide. Deux vecteurs 


d’Univers admettent par suite un invariant, leur produit scalaire, 


qui est 
c* 66' — EE — na! — tt, 


ow 
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en désignant respectivement par 


. 
9, ey. oN; ë, 
? ral] BH 

9", Co W.-C 


les composantes des deux vecteurs. 


Sien particulier on désigne comme plus haut par Gy, Cj, Ca, es les” 
vecteurs-unités attachés à un système de référence de Galilée, on a 
les formules 


| (eo) = c?; ; de tatenia tel = — 1 


(11) j 


| e,e;,—9, e;e;=— 0 (ie fT de): 


-20. Si l’on considère un système de référence de Galilée’ variable 
dépendant d’un où plusieurs paramètres, on aura, pour toute variation 
infiniment petite des paramètres, des formules 


dey= 5} 80 + 0501+ 06 Ort oies, 
a | de, = we, + w}e1+ 102+ wi es: 


: | de, = 5° 8, + O01 + 32 + 383; 
de; = we + &$ @1 + 0302+ 0383, 


qui les w/ sont linéaires par rapport aux différentielles des paramètres. 
Ces expressions ne sont pas absolument quelconques, car les rela- 
tions (11) doivent toujours être vérifiées. En les différentiant, on 


obtient facilement 


(13) 2 == 0, ala ea}, w! + w= 0 Ci) J 1; 2,3): 


IL reste donc en somme six expressions indépendantes, et six est bien 
effectivement le nombre des paramètres dont dépend l'orientation d’un 
système de référence de Galilée. + 

Dans les formutes précédentes, les expressions Gl, yy 0, repré- 
sentent la vitesse (infiniment petite) changée de signe du mouvement 
de translation rectiligne uniforme dont les axes du second système de 
référence sont animés par rapport aux axes du premier. 


CS 
ot 


D De. Waris: (a). eho DRCEMRAS 1923." 
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On remarquera qu’on retrouve la loi de dépendance de deux sys: 
tèmes de Galilée infiniment voisins dans la Mécanique classique (') | 
en supposant c infini; les formules (13) deviennent en effet 


0 — Qe j i— 
o=o, af =o) w+ wt= 0. 


21. La Dynamique du point matériel. — En relativité restreinte, la 
notion du vecteur « quantité de mouvement-masse » peut encore être 
mise à la base de la Dynamique du point matériel : c’est le vecteur 


nt ect 
m Bot 0107 CE Qu 3 


La masse au repos » du point matériel est, à un facteur constant 
près, la racine carrée du produit scalaire du vecteur « quantité de 
mouvement-masse » par lui-même; d’une manière plus précise, on a 


a) dy \° ds \: se be. 
(Fz +(Z) #(3) ER 
a= bt tae Caine {gk te ak ce ily eg 


ce nombre w est attaché à chaque point matériel, de même qu’en 
Mécanique classique la masse ordinaire. 

L'expression analytique du vecteur « quantité de mouvement- 
masse » prend une forme plus symétrique si l’on introduit le temps 
propre du point défini par | , 


PEPE set da a ul a i 
ae = /ne EEE 1 /, Vara 


Le vecteur quantité de mouvement-masse devient alors 


2 dt. 


m 


f Le dx ay as}, 
B\ Soa Og tee +0): 


dans cette expression les quantités u et dz sont indépendantes du 
système de référence. 

Le principe fondamental de la Dynamique peut s’énoncer ainsi : 

La dérivée par rapport au temps propre du vecteur d’Univers « quan- 
tité de mouvement-masse » est égale au vecteur d'Univers « hyperforce » 


e,R+e,X+e,Y + 0,7. 


(1) IT s'agit de systèmes de Galilée à trièdres trirectangles, comme au n° 17. 
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Ce vecteur hyperforce a une signification indépendante du système de 
référence, et l’on a 


nm LE cr 2. Vi, 
À) a =) Fos 


dy\ _4d ayaa 4 V2 
mo) = (nd aay Er 


3 d deN de / v2 
(mG) (mo) GHZ ale à 


~ de 


ee 74 ~ 
= 
Il 
7 


aa Ra Ma 


La force, au sens habituel du mot, est donc la composante d espace 
> aah V2 
de l’hyperforce, multipliée par \/ 1 — >: 
On a d'autre part, entre R, X, Y, Z, une relation nécessaire, qui 
exprime la constance de la masse au repos du point : ; 


ee in 22 Sl nS Sey lad ee ALS he 
dt dt di\” dt a d\” dt ma at \™ dt pan 


: \ 


ou 
cRdt=X dx +Y dy +2 ds: 


cette relation exprime que le travail élémentaire de la force est égal à 
la différentielle de la quantité mc”; cette quantité est l'énergie du point 


matériel 


dans une premiére approximation, elle est égale à 
I 
32 se V? 
me Ce à a 
ou encore 
x I :. 
10? ee mV?, 
2 
si l’on suppose V très petit par rapport à c. 


_ Si l’on se place dans le 


22, La Dynamique des milieux continus. 
agit, les équations de la 


cas particulier où aucune force de volume n 
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Dynamique des milieux continus sont essentiellement les mêmes que 
dans la Dynamique classique. On forme le vecteur glissant qui repré- 
sente la quantité de mouvement-masse d’un élément de matière 


G=[me,]ll + [me,],+ [me, ],+[me,]H. 


et l’on écrit que la dérivée extérieure G’ est identiquement nulle. 
Si le milieu est rapporté à unsystéme de Galilée fixe, on peut encore 
‘ mettre les composantes II, IL, IL,, IL sous la forme 
Il =p dx dy ds — pu dy ds dt — pv ds dxdt — pwdx dy di: 
I, = ull — p,, dy dz dt — p,, ds dx di — p,,dx dy dt, 
Il, = ofl — p,, dy ds dt — p,, ds dx dt — p,, dx dy dt, 
Il, = wll — p., dy ds dt — p., ds dx dt — p.; dx dy dt. 


La densité au repos p, de l'élément de matière considéré est dorfnée 
par 
py [dt dx dy ds] —{dtH] — <[arll, 1 = [dy lly ]— “(dsIl.], 


formule dans le.second membre de laquelle intervient le produit 
scalaire du vecteur (dt, dx, dy, ds) et du vecteur (Il, IL,, LE, IL). En 
développant on trouve (') 

| f + et + w? 1 

beri t-> fener aia — a (Part Pyy + Pas). 

Les équations de la Dynamique des milieux continus sont donc 
identiques à celles de la Mécanique classique, dans le cas où il.n’y a 
pas de forces données. 

Si l’on attache à chaque point d’Univers un système de référence de 
Galilée variable, on aura 
G— [me,|[N + w°1l,+ 03 Ml, + IL. | 

+ [me] (M+ oi +o) My + 0) Ml.) 
+[me,](Il,+ ol 4+ o?1,+ o3M.] 
+ [me,][Ml+ o3M + o} fl, + will] 
+ [096:][o°M,—o'll ] + [ee] [w°M, — wo? ] + [e,63] [o°M, — ow IM ] 
+ [e,@;] [o* TM, — wII,] + [e,e,] [TT —.o' IT, ] + [e,e.] fo! II,.— w? II}. 
: Se , . . Q =. - - ce ; 
(*) IL est à remarquer que l'élément de volume [dt dx dy ds] étant indépendant du 


système de référence choisi, la quantité 2, a une signification indépendante de ce système 
de référence. Il n'en est naturellement pas de même de la densité apparente 9. 
‘ 


| 
| 
| 
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23. Recherchons si plusieurs connexions affines distinctes sont 
compatibles avec l'expérience. On passe d’une connexion affine à une 
autre en faisant subir aux composantes wi, w/ des variations &,, 07 
satisfaisant naturellement à | 


mises, aft aj=o, 
et ces variations devront annuler les quatre expressions 


Co] +[ oo] + [ol], 
[oil }+{oill,] + Los Me], 
[os ]+ [oil] + [oil], 
[ol | + [will] +[ oH, 


et cela quel que soit l'état de l'élément de matière considéré. Si nous 
supposons le milieu matériel rapporté à un système de référence de 
Galilée fixe, nous trouvons, comme au n° 16, que les formes quadra- 


tiques | | | 
wi di+ wi dx + w, dy + w ds (2 5-05, 15.250) 


doivent étre identiquement nulles. On retrouve pour les wi, et les ©; 
exactement les mêmes expressions qu’au n° 17, avec quatre coef- 
ficients arbitraires p, q, r, A. 

Si l’on admet und conception plus large de la Mécanique des milieux 
continus, la « quantité de mouvement-masse » élémentaire contenant 
des termes en [e,e;] et [e;e;|. if ne reste plus aucun coefficient arbi- 
traire et la connexion affine de UV espace-temps relève uniquement de 
l'expérience (' ). 


24. La gravitation en relativité restreinte. — Dans la Mécanique clas- 

sique, les équations 
oy=—-Xdt,. wo? =— Yd, où —=— 2 dl, 
wi=o° 4(iJ=1, 2, 3); 7 

TE rs 

(1) Il en est ainsi si l’on suppose simplement la possibilité de couples agissant sur des 
éléments de matière. parce qu’alors le coefficient h est nécessairement nul, et, comme 
les quantités p, 4,7, h se transforment entre elles par un changement du systéme de 


référence de Galilée ( ce sont les composantes d'un vecteur d’Univera), on est obligé de 
supposer également que p, q,T sont nuls. 
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qui définissent la connexion affine permettant de faire rentrer la gra- 
vitation dans la Géométrie, conservent leur forme: quel que soit le 
système de référence de Galilée choisi comme système fixe. 

En relativité restreinte, si l’on admet les lois de la gravitation new- 
tonienne pour le système de Galilée formé d’axes ayant pour origine 
le centre de gravité du système solaire et dirigés vers des étoiles fixes, 
ces lois ne conservent plus la même forme pour un autre système de 
référence de Galilée. Si l’on postule, avec Einstein, que la forme des 
lois de la gravitation doive être la même quel que soit le système de 
référence de Galilée adopté (‘), on est obligé de modifier ces lois; 
mais, ce qu'il importe de remarquer dès maintenant, c’est que la 
réduction faite par Einstein de la gravitation à la Géométrie est essen- 
tiellement de la même nature que celle qui a été indiquée au début de 
ce Chapitre. ex 

25. Le point dé vue de la relativité généralisée. — Nous avons supposé 
jusqu'à présent l’existence effective de systèmes de référence de 
Galilée permettant de repérer tout l'espace-temps. Au point où nous 
sommes arrivés, on voit comment on peut se passer de cette hypo- 
thèse. Il suffif en effet, pour que l’on puisse formuler les lois phy- 
siques, que les deux conditions suivantes soient réalisées : 

1° On dispose, pour mesurer les grandeurs d'état physiques, d’un 
système de référence susceptible, pour le petit morceau d'espace-temps — 
où se trouve l'observateur, de joner le role d'un vrai système de 
Galilée (©); 

2° On connait la connexion affine de l'espace-temps, c'est-à-dire on 
sait comment doivent ètre comparées les observations faites par rap- 
port à deux systèmes de référence de Galilée d'origines infiniment 
voisines; cela revient à dire que l’on connaît la transformation du 
groupe de Lorentz-Minkowski qui amène en coincidence les deux 
systèmes de référence; analytiquement, cela s’exprime par la connais- 
sance des coefficients des formules (8) et (12). 


> ——— Ù———— 


‘13 Nous verrons plus loin ce que signifie exactement cette phrase. 


‘*) Ce n'est naturellement pas ici le lieu d'insister sur les difticultés que peut présenter, 
dans la pratique, l'assimilation de tel ou tel système de référence à un svstème de 


Galilée. 
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Nous allons maintenant passer à la théorie des variétés à con nexion 
affine. Nous reviendrons ensuite sur l’application de cette théorie a la 
relativité généralisée, et nous examinerons de quelle manière les lois 
de l’Électromagnétisme contribuent à notre connaissance de la con- 
nexion affine de l’Univers. 


CHAPITRE II. 


LES PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DES VARIÉTÉS À CONNEXION AFFINE. 


L'espace affine. 


° 26. En Géométrie ordinaire, il existe des propriétés des figures que 
l'on appelle propriétés affines : ce sont celles qui se conservent lors- 
qu’on effectue une transformation homographique quelconque conser- 
vant le plan de l'infini. Les notions de vecteur, d’équipollence de deux: 
vecteurs, de somme géométrique de deux vecteurs, sont des notions affines; 
il n’en est pas de même de la notion de longueur d'un vecteur, qui est 
une notion métrique. En Géométrie affine, on ne peut comparer que 
les longueurs de deux vecteurs parallèles. La théorie des systèmes de 
vecteurs glissants, de leur équivalence, de leur réduction à un vecteur 
et à un couple, est aussi une théorie purement affine, malgré la forme 
métrique sous laquelle elle est d'habitude enseignée. | 

En Géométrie affine, le système normal de coordonnées est le sys- 
teme de coordonnées cartésiennes; en prenant une origine © et trois 
vecteurs (non coplanaires) @,, @:; €: issus de o, tout vecteur peut se 
mettre sous la forme 


ae, + æ?e: + L°es; 
et tout point m peut aussi s’écrire sous la forme 


m—o+r'e, + 26: + Os; 


en désignant par m —m le vecteur (libre) d’origine m et d’extré- 
mité m/ (ou tout vecteur équipollent). 

Imaginons que l’on fasse correspondre à chaque point m de l’espace 
un système de référence cartésien d’origine m; soient €,, €», €, les 
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trois vecteurs qui définissent, avec m, ce système de référence. Nous 
pourrions même imaginer qu’à chaque point m on fasse correspondre 
une infinité de tels systèmes de référence. Nous aurons ainsi un 
ensemble de systèmes de référence dépendant d'un nombre de para- 
mètres pouvant aller jusqu’à 12; nous appellerons uw; ces paramètres. 

Lorsqu'on fait varier infiniment peu les paramètres, le point m et 
les vecteurs e,, @,, e, subissent des variations infiniment petites, qui 
sont des vecteurs, et qui sont par suite exprimables linéairement au 
moyen de e,, e,, e,. Soit 


dm = w!'e, + w? 6, + w* 63. 
de, =wle,+ 6? 6; + ©? e:. 
de, gaa wie, + DH 6: + 6} e3. 
\ de; 2 1e; = AA + 3 63. 


Les w! et w/ sont Heats par rapport aux différentielles du;; ces 
douze formes de Pfaff permettent en somme de repérer le systéme de 
référence d’origine m + dm par rapport au système de référence d’ori- 
gine m. On peut encore dire qu’elles définissent le petit déplacement 
allie qui permet de passer de celui-ci à celui-là. 

Les formes w et w/ ne sont pas arbitraires. Les intégrales 


fam, [ des. fe. [ de, 


étendues à un contour fermé quelconque sont évidemment nulles. Or, 
en les transformant en intégrales de surface, on obtient 


| dm = [(oryert (0*)/@. + (m)’@3 + de; ns; + de,o,+ deo. 


ou, en tenant compte des formules (1) elles-mêmes et Eu les 
réductions, 


[dm = [fic ~ oto! tot otal], 


& | (wm?) = a! a? = aor} mean)? 02) [es ™ f(a,’ cv a mo’ sn GE mile, , 


sé dur rex RÉ 


émaillé athée 
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On a de même 
fee { he [(@!)’— Soi w!Je, + [(u?)/— Zo! ofJes+ [(03)'— Zuivu}]e;, 


[de [ [tu — Satutte, + [(02)'— Zutuÿle, + [(w}!— oioFTes 


C2 


[tess f fr)" = sainte, + 103) — 204 oF le: + [(o9)'— Loh? Tes. 


En annulant les seconds membres et en remarquant que ces seconds 
membres, étant des vecteurs, doivent avoir leurs trois composantes 
nulles, on obtient les formules ' 

} RSF 
| (wi) = à loko]  (i=1,02, 3), 
À 


wt 
4=3 


(2) 
(of = Ÿ [of of] (i. j= 1, 2, 3). 
(| 
Elles définissent ce qu'on appelle la structure de l’espace affine; elles 
en condensent toutes les propriétés. 


27. On peut retrouver ces formules par un procédé un peu diffé- 
rent, quoique identique au fond. Considérons un point fixe a : soient 
x', æ?, æ° ses coordonnées par rapport au système de référence attaché 


au point m; on pourra poser 


a — m + r'e, + 2°e, + z°e;, 


d’où, en différentiant et tenant compte de (1), 


da = (dx'+ w'+ r'oi + 2*w} + æ°&3;) €: 
+ (dz*+ 07+ 2102+ 2202+2%0}) 2+ (dx*+ w8+ 20} + 2705+ 2° 03) es. 


Le point a étant fixe, on a donc 


| dx'+ w!+ 210! + 2a] + 2303 —0, 
£3)ho - dx? + w?+ 2103 + 2702 + rfi = 0, 


das w+ ao + 23 + zw =O. 
x 3 3 


En exprimant que les équations (3) sont complètement intégrables, . 
on retrouve les formules de structure (2). 
Ann. Ec. Norm., (3), XL. — DÉCEMBRE 1923. 46 
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La notion de variété à connexion affine. 


98. Considérons maintenant une variété numérique à trois dimen- 
sions, dont chaque point m est supposé défini par trois nombres u', 
u?,u*. Faisons correspondre par la pensée à chaque point m un espace 
affine contenant ce point, et soient €,, e:, e, trois vecteurs formant 
avec m un système de référence pour cet espace. La variété sera dite 
. à «connexion affine » lorsqu'on aura défini, d’une manière d’ailleurs 
arbitraire, une loi permettant de repérer l’un par rapport à l’autre les 
espaces affines attachés à deux points infiniment voisins quelconques m 
et m’ de la variété; cette loi permettra de dire que tel point de l'espace 
affine attaché au point m/ correspond à tel point de l’espace affine 
attaché au point m, que tel vecteur du premier espace est parallèle ou 
équipollent à tel vecteur du second espace. En particulier, le point m’ 
lui-même sera repéré par rapport à l’espace affine du point m et nous 
admettrons la loi de continuité d’après laquelle les coordonnées de m' 
par rapport au système de référence affine d’origine m sont infiniment 
petites; cela permettra de dire en un certain sens que l’espace affine 
attaché à m est l’espace affine cangent à la variété donnée ("). 

D'après cela, si l’on attache à chaque point m, dans l’espace affine 
tangent, trois vecteurs de référence e,, e,,e, (pouvant même dépendre 
de paramètres arbitraires), la connexion affine de la variété s’expri- 
mera par des formules identiques de forme à (1) : 


| dm = w' ©,+ w?e:+ «° es, 
| de; = w}e; + w7e: + w?e; (Em, 2, 5), 


(1) 


(1) On pourrait évidemment, comme on le fait d'habitude, remarquer qu'au voisinage 
du point m il existe un repérage affine pour les points de la variété, ne serait-ce que 
celui qui consiste à attribuer au point défim par wf + du! les coordonnées cartésiennes du’; 
en ce sens. l’espace affine attaché à m est bien tangent à la variété. On pourrait supposer 
aussi que la variété est plongée dans un espace affine à un nombre plus ou moins grand 
de dimensions et que l’espace affine attaché à m est effectivement l’espace plan tangent à 
cette variété. On pourrait enfin regarder l’espace affine attaché à m comme la variété 
elle-même qui serait perçue d'une manière affine par un observateur placé, en m, Tous 
ces points de vue sont. compatibles avec le point de vue du texte qui me semble logique- 
ment préférable. PT 


a alate 


ef 
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dans lesquelles les w! et w/ sont des formes linéaires par rapport aux 
différentielles des paramètres dont dépend le système de référence 
variable, les w’ ne dépendant que des différentielles du', du’, du’. 
Elles s’interprétent en disant que tout point m'infiniment voisin de m 
sur la variété doit être regardé comme le point 


m + o'e, + we. + we; 


de l’espace affine tangent en m ('); de mème le vecteur e; attaché am’ 
est équipollent au vecteur ) 


e;+ w} e, + 0? 6: + 0) es 


de l’espace affine tangent en m. Naturellement, cette équipollence ne 
doit ètre considérée comme ayant un sens qu’aux infiniment petits du 
second ordre près. 

On peut adjoindre aux formules (1) celles qui permettent de passer 
des coordonnées x! d’un point de l’espace affine de m aux coor- 
données a+ dx’ du point correspondant (on peut dire. égal) de 
l'espace affine de m’. Ces formules sont identiques aux formules (5) 
et s’obtiennent de la même manière : 


(3) » dei of + aol + ato, +2 mi = 0 (6 Se ay BY 


Ajoutons-y les formules qui permettent le méme passage pour un vec- 
teur de projections £, et qui sont 


(4) dti+ Fol + Boj+@uj=0  (i=1,2 3). 


29. Les lois de la connexion affine définissent en quelque sorte le 
raccord des espaces affines tangents en deux points infiniment voisins 
m etm’. Que se passe-t-il quand on considére deux points quelconques 
de la variété? ) | 

On peut répondre à cette question si l’on se donne tin chemin déter- 
miné allant de m, en m,; le raccord des deux espaces tangents peut 
alors se faire de proche en proche. En fait, si l’on choisit en chaque 


(4) On voit qu'en changeant au besoin le système de référence choisi pour l'espace 
affine tangent en m, les coordonnées cartésiennes du point m + dm sont dut, dur, dé. 
puisqne les « sont des combinaisons linéaires des du‘. 
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point du chemin un système de référence affine, les w‘ et les w° s'ex- 
priment sous la forme p'dt et p;dt, en appelant t le paramètre qui 
définit la position du point variable sur le chemin, les p' et p', étant 
des fonctions connues de ¢. Les équations (1) pourront alors être 
regardées comme des équations différentielles ordinaires donnant, — 
en chaque point du chemin, m, e,, e.,, e, en fonction de leurs 
valeurs initiales. On aura donc, par l'intégration de ces équations, 
réalisé un repérage rigoureusement exact de l’espace affine de m, 
par rapport à l’espace affine de my. 

Il revient au même, et la chose est peut-être plus facile à com- 
prendre pour ceux qui ne sont pas habitués à calculer sur des « 
vecteurs, d'intégrer les équations différentielles (3), qui deviennent « 
ici | 

dæi : à . 
Tr TP Pe + pit} + par = 0. 


Si l'on prend pour constantes d'intégration (æx‘), les valeurs des 
inconnues pour la valeur initiale de £, les formules 


(5) ai alt ai(zth+ (2 )o+ a (2) (1, 2, 8) 


définissent le changement de coordonnées cartésiennes qui repère 
l’espace affine du point variable m du chemin par rapport à l’espace 


affine du point origine m,. Ce changement de coordonnées, appliqué 
à un vecteur, donnerait | 


d’ à El a (E")o + a5, (E)o + af (Eh CEA 2, 5 
ou 
(6) (ei =a}e; + a?e, + aïe, (Eh; a7 Sh. 


Ces derniéres formules montrent ce qu’est devenu le vecteur (€;)o 
transporté de maniére a rester de proche en proche équipollent a lui- 
même. 

On voit de même que le point m, a pris comme coordonnées a', 
a*, a° dans l’espace affine tangent en m, 

(6) 


a Eh he ae me. 


m,= mM + a'e, 4- a*e,+ a*e;. 


Les formules (6) et (6’) définissent la solution générale des équa- 


tions différentielles (1), comme les formules (5) définissent celle des 
équations (3). 
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30. Le raccord des espaces affines tangents en deux points quel- 
conques m et m’ peut-il être défini indépendamment du chemin suivi 
pour aller de m en m’? Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que 
les équations aux différentielles totales (1) ou (3) soient complète- 
ment intégrables. Le calcul a été fait quand nous nous sommes occupés 
de l’espace affine proprement dit : il donne les conditions nécessaires 
et suffisantes (2) : 
(ot) = [of ox], 


(ot) = [we oh]; 


nous avons supprimé. dans les seconds membres le signe de somma- 
tion par rapport à #, suivant un usage qu'a vulgarisé le calcul ditté- 
rentiel absolu. | 

Si les conditions (2) sont réalisées, et si l'on se fixe en un point 
particulier m un système de référence (e;),, rien n’empéchera de 
choisir en un point m quelconque, pour e,, 2, e,, les vecteurs res- 
pectivement équipollents à (e,)e, (€2)o» (e;), car leur propriété 
d’équipollence a maintenant une signification absolue. Avec ce choix 
des systèmes de référence, on a : 


de;= oO, 


et par suite toutes les formes of sont identiquement nulles; les for- 
mules (2) montrent alors que les w! ont leurs covariants bilinéaires 
identiquement nuls : ce sont donc des différentielles exactes, et l’on 
ne restreint pas la généralité en supposant w' = dut. Done les for- 
mules | 
dm = due; 

montrent que u', wu’, u® peuvent être prises comme coordonnées 
affines du point m pour un système de référence valable pour toute la 
variété. Autrement dit, la variété est elle-méme un espace affine. 


La structure d'une variété à connexion affine. 


31. Revenons au cas général. Peut-on trouver des formules jouant, 


« 


dans la variété à connexion affine considérée, le même rôle que les 


ñ 
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formules (2) dans un espace affine proprement dit? On peut gn 
obtenir effectivement en suivant une marche analogue à celle qui nous 
a conduits, au début du Chapitre, aux formules (2). 

Considérons dans la variété un contour fermé partant d’un point m, 


et y revenant et considérons l'intégrale fam étendue a ce contour 


fermé. On peut donner un sens à cette intégrale à condition de repérer 
tous les vecteurs infiniment petits dont elle représente la somme géo- 
métrique par rapport à un même espace affine. Les considérations des 
numéros précédents permettent de le faire en effectuant le repérage 
de proche en proche par rapport à l'espace affine tangent en m,. Nous 
reviendrons plus loin sur ce procédé, qui est valable pour n’importe 
quel contour, mais qui n’est pas sans présenter des difficultés d’appli- 
cation assez sérieuses, si l’on veut être rigoureux. 

Appliquons plutôt un second procédé, qui aura l'avantage de 
s'étendre à des intégrales multiples portant sur des vecteurs, mais qui 
suppose essentiellement le contour infiniment petit. Prenons un point a 
fixé une fois pour toutes, et qui soit infiniment près de tous les points 
du contour, et repérons tous les vecteurs infiniment petits dm par rapport 
à l’espace affine tangent en a, ce qui est possible aux infiniment petits 
près du second ordre : cette circonstance, comme on sait, n’a aucune 
inffuence sur le calcul d’une intégrale définie. 

Soient alors ui les coordonnées (curvilignes) du point a, et uw‘ celles 
d’un point m du contour. Posons de plus 


w! = y; dur, wt = y}, duf. 
On a, en appelant (e;), les vecteurs de référence en a, 
ei (6; )o + wf (8;)o = (ei) + + (he (uk — uh) (e)os 


d’où enfin | | 
dm = w)‘e;= | wo? + (Yjn)o(uk¥— ut )w/ | (@;)o- 


Les composantes du vecteur dm dans l’espace affine tangent en a 
sont donc Li 
wo! + (Zao (us — ui Jw, 


en appelant (+,), la valeur en a du coefficient variable > Ye 
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Cela posé, l'intégrale de dm le long du contour fermé aura pour 
gène composante, dans l’espace affine tangent en a, 


fo (yix)o(u* — ao ff, (oi) + (7$x)o dupa! + (pinot — uk) (wi). 


On ne modifie le second membre que de quantités infiniment petites 
par rapport à lui en supprimant le troisième terme et en remplaçant 
dans le second le coefficient constant (y’,), par sa valeur variable Ve 
On arrive finalement, pour un contour fermé infiniment petit, à la for- 


mule 
i se ye [(w!)’— or wi] ev, 


identique à la formule trouvée dans le cas d’un espace affine propre- 
ment dit. Ici les vecteurs e; du second membre sont relatifs à un 
point a quelconque, pourvu qu'il soit infiniment voisin du contour; le 
remplacement du point a par un autre n’altérerait le résultat que 
d’une quantité infiniment petite par rapport à lui-même. 

Les coefficients de e,, e;, e, dans le second membre sont des élé- 
ments d’intégrales doubles qui, d’après la nature même de la question, 
ne font intervenir que du’, du?, du’, même si les systèmes de réfé- 
rence dépendent de paramètres arbitraires autres que u', u?, u°. Nous 


poserons nig 
Qf = (wi) — [oon] = Apel ©? wo], 


où le dernier membre est à regarder comme une somme étendue 
à toutes les combinaisons deux à deux (jk) des indices 1, 2, 2 
Grace à ces notations, on a 


fa = f fse+sre+se 


ce qui peut encore s’écrire 


(dm)'= Qe, + Le: + Qe. 


en désignant comme d'habitude par (dm)’ le covariant bilinéaire de 
l'expression de Pfaff dm; cette derniére expression n'est donc pas à 
regarder en général comme une différentielle exacte. 
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Le vecteur Q'e, + Q’e, + Q%e, définit ce qu'on peut appeler la 
torsion de la variété à connexion affine donnée. Cette torsion est 
nulle, comme on le voit, si la somme géométrique d’un contour fermé 
infiniment petit est nulle. 


32. On pourra calculer de la même manière l'intégrale fée, 
étendue à un contour fermé infiniment petit et l’on trouvera 


fe=f [(w!)'— oF 1e: + [(w?)’ — wh 02716: + [(03)’— of wo} es. 


Il en résulte des formules telles que 
(a) — [wf of ] = = Ad, [oxo], 
équivalentes aux formules 


(de;)'= Q'e, + Q? e, + Q}e;. 


Les formes Q/ définissent ce qu’on appelle la courbure de la variété 
à connexion affine donnée. Cette courbure est nulle, comme on le voit 
immédiatement, si les équations aux différentielles totales (4) sont 
complètement intégrables, autrement dit si l’équipollence de deux 
vecteurs a un sens absolu, indépendant du chemin choisi pour aller de 
l'origine du premier à l’origine du second. Dans une variété sans 
courbure, on peut attacher aux différents points des systèmes de réfé- 


rence équipollents; les composantes w/ sont alors nulles et il reste 
simplement 
Qi = (w)'; 


on voit que, dans le cas où la torsion existe, les composantes w du 


vecteur dm par rapport à des axes de directions fixes ne sont pas des 
différentielles exactes. 


33. En résumé, les équations de structure (2) doivent étre rem- 
placées, dans le cas d'une variété à connexion affine quelconque, par 


les formules ‘ 
(2°) | (a!) = [ook] + Q'= [ut ui] + Aj, [af af], 
(ot) = [af of] + Qi [of of] + AY, [oko], 
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Si l'on choisit en chaque point m le système de référence le plus 
général possible, ce qui introduit 9 paramètres autres que u', u°, u’, 
ces formules conservent leur validité; seulement, les Ain et A/,, 
dépendent des 12 paramètres. 


Le déplacement affine associé à un contour fermé. 


34. La voie que nous avons suivie pour arriver aux formules de 
structure (2!) et aux notions de courbure et de torsion n’est pas sus- 
ceptible de généralisation aux variétés à connexion plus compliquée, 
par exemple aux variétés à connexion projective, ou conforme, etc. 
Une voie plus satisfaisante consiste à revenir au point de vue primiti- 
vement adopté du transfert du point et du vecteur le long d’un chemin 
donné. : 

Considérons donc un contour fermé infiniment petit partant d'un 
point m, et y revenant. Le repérage de proche en proche des espaces 
affines tangents aux différents points du contour par rapport à l'espace 
affine tangent en m, se fera, comme nous l'avons vu, par l'intégration 
des équations différentielles ordinaires (3), ce qui conduira à des for- 
mules telles que (5). Or les équations (3) peuvent être regardées 
comme définissant, dans l’espace affine du point m, un certain depla- 
cement affine, celui qui permet de passer du système de référence 
attaché à m au système de référence attaché au point infiniment 
voisin m + dm; les quantités »/, w/ sont en quelque sorte les compo- 
santes, par rapport au systeme de référence attaché à m, de ce dépla- 
cement affine. Intégrer les équations (3), c'est donc au fond composer, 
dans l’espace af fine du point de départ m,, les déplacements affines suc- 
cessifs infiniment petits qui permettent de passer du système de référence 
attaché à chaque point du contour au système de référence attaché au 
point infiniment voisin. Quand le contour fermé aura été complètement 
décrit, on arrivera à un déplacement affine final qui sera naturellement 
très petit si le contour fermé est très petit. C’est ce déplacement affine 
associé au contour qu'il s’agit de déterminer. 

Imaginons une surface (S) contenant le contour; nous pouvons, 
sans restreindre la généralité, supposer que sur cette surface la coor- 
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donnée numérique u* reste constante, de sorte qu’il n’interviendra 
que deux variables indépendantes u' et u* que nous désignerons par w 
et #. Nous pourrons regarder u et » comme les coordonnées rectangu- 
laires d’un point dans un plan auxiliaire; dans ce plan, le contour 
fermé aura pour image une certaine ligne fermée enfermant une cer- 
taine aire «4. Nous supposerons, ce qui restreint évidemment la généra- 
lité, que la courbe fermée est rectifiable, que sa longueur / est infini- 
ment petite, et enfin que l’aire du carré de côté / est finie par rapport 
à l'aire À (*). i 

Cela posé, si en chaque point de la surface (S) nous choisissons un 


système de référence déterminé, les‘ w' et w/ deviendront des expres- 


sions de Pfaff déterminées linéaires en du, dv: soient 
wi— ai du + B' dp, wt = af du + Bi d\', 


avec des coefficients fonctions déterminées, que nous supposerons 
dérivables, de u et de ». Les équations (3) deviendront | 


dx! + a du + Bi de + x'(ai du + Bi dv) 
+ x?( ai, du + Bi de) + 23(ai du + Bi de) =o. 


Si nous nous déplaçons sur la courbe fermée (C), nous pouvons 
exprimer w et » en fonction de l’arc s de la courbe image (o£s<). 

Désignons par (x), (8°), (&), (B/)o les valeurs numériques 
prises par les fonctions a, 8’, «/ , 8/ au point de départ de la courbe (C) 
(s = 0); nous poserons ; 


(ot)o = (æ')o du + (B') dv, (w/) = (æ/)o du +- (B4)o dv; 


ce sont donc des expressions de Pfaff a coefficients constants. 
Cela étant, e étant un nombre positif donné aussi petit qu’on veut, 
on peut supposer le contour assez petit pour que, en tout point du 


om 


(1) Il n’en serait pas ainsi, par exemple, si le contour fermé avait pour image un rec- 
tangle de côtés e et :2. Toutes les restrictions énoncées, qui ne sont évidemment pas dans 
la nature des choses, ont pour but de permettre une démonstration simple du résultat 
auquel nous voulons arriver, Une démonstration rigoureuse serait nécessaire, bien qu'il 


n’y ait aucune raison de douter de la validité générale du résultat. On pourra comparer | 


à celle du texte la démonstration de M. J. Pérès dans sa Note: Le parallélisme de M. Levi- 
Civita et la courbure riemanienne | Rend. Accad. Lincei, (5a) 281, p. 425-428]. 


LL 
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contour, les différences 


aim (aile,  Bi— (Bi), af—(at)o,  B— (Bo 


x 


soient inférieures à € en valeur absolue. 


En second lieu les équations différentielles qui donnent 2 montrent 
qu’on a 
Izi— (x')) |<As, 


A étant un nombre positif fixe. 

Définissons alors des fonctions auxiliaires x de u et de v prenant à 
l'origine du contour les valeurs (x), et satisfaisant aux équations 
complètement intégrables 


dai + (wo (24 )o (wi )o= 03 


ce sont des fonctions linéaires en u et v. Nous allons évaluer une 
limite supérieure de x’ — x‘ en un point quelconque du contour. 


Ona 
dri— dai + w!— (oi) + &* [we — (%)o] + [24—(2*)o} (04) 0, 
ce qui donne, en intégrant de o à s et tenant compte des inégalités 
précédemment établies, 
[æi— xi| <Bes+ Cs’, 
en désignant par B et C deux nombres positifs fixes. 
Enfin, on peut écrire 


dai+ wi+ x*wi, + (x — x) of 0, 


d’où, en intégrant de o à J, | 
gone ft ¢ >), 
<H (5 Bed Act 


/ 


(x), — (2 )o + [(oi+ zak) 


H désignant un nouveau nombre fixe. Le second membre de cette iné- 
galité est, d’après les hypotheses faites, infiniment petit par rapport a 
l'aire À. 

En nous bornant à la partie principale de l'accroissement 


(2!) — (zh = A(X" Vo, 
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nous avons donc 
A (2+ NICE zk (of) + dxr*wi,] =o, 
at *intégrale doubl 
ou, en remplaçant dx“ par sa valeur et regardant l’intégrale double 
comme réduite à un seul élément, 
A(a*)o + (ot) — (wo + 2*(w4)' —(2*)o (m4) w$ = 0. 
Nous pouvons enfin, sans altérer la partie principale, remplacer 2“ 


par (z*),, puis (w*), et (w,), par w* et wi; en supprimant en dernier 
lieu les indices o, nous obtenons la formule définitive 

(2) Ax! + (w') —[ofo] + 2%} (04) —[orwi]i =o, 

ou enfin, en tenant compte des notations précédemment introduites, 


(5') Ai + Qi + réQi — 0. 


35. Prenons le cas particulier d’un vecteur de composantes & qui — 


serait transporté de manière à rester de proche en proche équipollent 
à lui-même ; quand l’origine du vecteur aura décrit le contour fermé, ses 
composantes tnittales auront subi des variations infiniment petites AE 
données par les formules 


(6) Azim — Ek Qi, 


Par exemple le vecteur choisi au point de départ m pour 7" vecteur 
de référence sera devenu, si on le transporte par équipollence le long 
du contour fermé, 

Gr Qh ex; 
il aura subi une diminution géométrique de Q*e,. Ce résultat n’est pas 
en contradiction, malgré les apparences, avec la formule précédemment 


démontrée 
fæ=f Qfez, 
{Ci 


car [de,, dans cette dernière formule, ne se rapporte pas à la varia- 


tion d’un vecteur transporté par équipollence, mais à celle du vecteur 


qui, en chaque point m du contour, est pris pour 1°" vecteur de réfé- 
FETC. 


et 
pa 


PO is 
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36. En définitive à tout contour fermé infiniment petit partant d'un 
point m et y revenant, est associé un déplacement affine infiniment 
petit (du second ordre) dont les composantes, par rapport au système 
de référence attaché au point de départ m, sont les éléments d’inté- 
grales doubles Qf, Q/. Les premières composantes Q définissent une 
translation, les autres une rotation (affine) autour de m. 

La translation révèle la torsion, la rotation révèle la courbure de la 
variété donnée. 


Le théorème de conservation de la courbure et de la torsion. 


. 37. Revenons aux formules (2) 


| (ot) = [fag] + 9, 
| (wf)! = [of wh] + %, 


(2°) 


qui définissent la structure d’une variété à connexion affine. Les 
formes différentielles Q et O/ satisfont à des identités remarquables 
obtenues simplement en exprimant que les dérivées extérieures des 
seconds membres des équations (2’) sont identiquement nulles. On 
peut'simplifier le calcul en remarquant que les dérivées extérieures 
sont nulles d’elles-mémes lorsque les Q/ et les Q/ sont nulles. Il vient 
alors les formules 

{ CS) + [QwE]— [of Qi] =o, 
eS | (QU +R of] — Lo} 2k] =o. 


Nous allons donner une interprétation géométrique de ces for- 
mules. 


Considérons pour cela dans la variété un volume quelconque limité 
par une surface fermée. À chaque élément de la surface fermée en- 
tourant un point m de cette surface est associé un déplacement affine 
infiniment petit symbolisé par les formules (5) 


(5!) à Axi+ Qi+ Qi — 0, 


et dont les composantes 22’, Q; sont rapportées au système de référence 
du point m. Nous ne pouvons pas songer à composer ces transforma- 
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tions infinitésimales, car la composition dépend de l'ordre dans lequel 
elles sont effectuées et l’on ne peut pas ordonner les éléments d’une 

surface comme ceux d’une ligne. Mais nous pouvons additionner ces 

transformations infinitésimales, dans le même sens qu'en Cinématique 

on additionne deux rotations instantanées; d’une manière plus précise 

nous définirons la somme des deux déplacements affines infiniment 

petits 


Ôxi+ a+ a; x“— 0, 
dz! + bi+ bi xk— 0, 


comme étant le déplacement affine 
ox! + (ai + bi) + (af+ 6) a= 0. 


Il y a encore une difficulté, c’est que les différents déplacements 
affines à ajouter se font dans des espaces affines tous différents : il 
faut donc les ramener tous à un même espace affine. Cela ne sera pos- 
sible que si la surface fermée est infiniment petite. 

Dans ce cas, en effet, nous prendrons, suivant un procédé déjà 
employé, un point fixe a à l'intérieur du petit volume. Comme 
l’espace affine tangent en m peut être repéré par rapport à l’espace 
affine tangent en a, nous pourrons déterminer, par rapport à ce dernier 
espace, les composantes du déplacement affine (5°). Désignons par w, 
les coordonnées numériques fixes de a, uv‘ celles de m; posons enfin 

w= y; du, wo, = yh4 dut, 
et désignons par ° | 
Ho (ho 


les valeurs numériques en a des coefficients de ces formes. On a, en 


appelant «‘ les coordonnées dans l’espace affine tangent en a du 
point correspondant (x‘) de l’espace affine poate en m, les for- 
mules 

wtalagbl.dg4 unos tip ado it leur ah db ais 


qui peuvent se résoudre par rapport aux 2, 
rissa! + (ho (uk — uh) + ak (Yin Je (te — uh). 


Cela posé, les formules (5') deviennent, en y substituant les varia- 
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bles x’ aux variables x‘ d’après les relations précédentes, 


Axi + Qi + (yéx)o (uË— Uh) MY — (yh)o (ul — up) 2k 
+t! [QE (Yin)o (wt — 49) D — (phndo (ul — up) 25] =0- 


Il résulte de 1a que les composantes du déplacement infiniment 
petit (5°), évaluées par rapport au système de référence attaché au 
point a, sont 


Qi = QE + (y) (uk — uh) QI — (yo (u*— ut) Qi, 
Qi, = Qi + (yjn)o (relat us) Qi, — (hu) {ar— ur) Qi). 


La somme de tous les déplacements infiniment petits associés aux 
différents éléments de la surface fermée a donc pour composantes les 
intégrales de surface des Q et Qi, ce qui donne les éléments d’in- 
tégrales de volume | 


(Biy = (2) + (he Laur] — (he du Sid, 
(24)! = (Qi) + (75) [du] — (yhn)ot du 25], 


ou enfin, sans changer les parties principales, 


(Bi) = (By + [oj 2] — Lo! Bi, 
(Gi) = (Qi)! + [of 24] — Lo. 


On retrouve donc les premiers membres des formules (7), qui sont 
identiquement nuls. 
On obtient ainsi le théoreme de la conservation de la courbure et de la 


torsion : 


La somme géométrique des déplacements infiniment petits associés aux 
différents éléments d "une surface fermée est nulle, lorsque la surface 
fermée est infiniment petite. 


Invariants intégraux attachés à une variété. 


38. Nous avons supposé dans ce qui précède que la variété a trois 
dimensions; mais il est évident que les résultats obtenus sont valables 
pour un nombre quelconque de dimensions. 
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Nous avons considéré certaines intégrales simples ou multiples” 
dont l'élément était un vecteur (dm ou de;). Supposons plus géné- 
ralement qu'à chaque élément de surface de la variété on puisse 
attacher d’une manière intrinsèque un vecteur 


e;ll'; 


on définira l'intégrale de ce vecteur étendue à une surface fermée 
infiniment petite en rapportant chaque élément de l'intégrale à 
l’espace affine tangent en un point a intérieur à la surface, ce qui per- 
mettra de faire la somme des différentes composantes (‘). On montre 
de la même manière que plus haut que l'intégrale cherchée est égale 
à une intégrale de volume dont l'élément est 


[ de; II*] ET e;(Il')’. 


où l’on remplace de; par w/ de,. Il en serait de même si les II‘ étaient 
des éléments d’intégrales triples ou quadruples, etc., et qu’on étendit 
l'intégration à une variété fermée à 3, 4, etc., dimensions. 

On peut aussi considérer des formes géométriques du second, du 
troisième degré, etc. Une forme du second degré serait 


[ me; ] Il‘ + [e;e;]M/,; 


elle représenterait un système de vecteurs (glissants). La dérivée . 
extérieure de cette forme, qui permet de ramener à une intégrale 
à p+1 dimensions l'intégrale de la forme étendue à une variété 


fermée à p dimensions serait 
[mes] ! (M) + Lo M]! 
+ [eves] CH) + Lo] — [oT] + [ot 7] + ofl 7). 


39. Prenons comme exemple la forme 
[m dm] = w'[me; ||, 


qui représente le vecteur glissant d’origine m et d'extrémité m + dm. 


CE LT qe 


(1) C'est de cette manière que nous avons implicitement, au Chapitre I, généralisé les 


équations de la Dynamique des milieux continus, pour une connexion affine quelconque 
de l’espace-temps. | 
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L'intégrale de ce vecteur étendue à un contour fermé infiniment petit 
D est 


tem de = f° [tm dm} = f f'imie 194 a[e.0,] [9'0/} 


Dans le cas n = 3 on trouve donc un vecteur de composantes Q! et 
un couple dont le moment est le double de l'aire limitée par le contour; 
> ona la généralisation d’un théorème classique. 
On a de même 


IRC w= [ [less [o/] = [92]; 


cette formule, dans le cas de l’espace affine proprement dit, est la 
condensation des formules 


f dx! dx/ = 0, 


les intégrales étant étendues à une surface fermée; les variétés à con- 
“ nexion affine pour lesquelles ces formules se transportent sans modi- 
fication sont celles pour lesquelles on à 


[w? 27] — [w/Qi]— 0 LEUR pe PE PP Ne 


On démontre facilement que si n24, ces relations entrainent 
OQ =o. 
Signalons encore les formules 


[fos [ fous 


f fimene=ff [me!] [a Qi] + [eres] | [of Q/] —[w/ 2] |. 


À fifa [ff fus 
nl Lese;]| [Ru] —[w'Q/]| pres Lo ot Qh] — wf ok 4] 1. 


= Ces formules présentent l'intérêt de conduire naturellement à la 
» formation d’invariants intégraux de degrés de plus en plus élevés atta- 
_ chés à la variété. 
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Isomorphisme de deux variétés ESE 


: 40. Nous dirons que deux variétés à connexion affine et a” dimen- 
sions sont ésomorphes si l'on peut établir entre ces deux variétés une 
correspondance ponctuelle jouissant de la propriété suivante : à tout 
choix des ‘systèmes de référence attachés aux points de la première 
variété on peut faire correspondre un choix du système de référence 
attaché aux points correspondants de la seconde variété de telle sorte 
que les composantes w’ et w/ relatives à la première variété deviennent, 
par la correspondance ponctuelle considérée, égales aux composantes 
w! et w/ relatives à la seconde variété. On dit aussi que les deux 
variétés sont applicables l’une sur l’autre. 

Considérons deux variétés isomorphes et attribuons à un point arbi- 
traire m de chacune des variétés un système de référence aussi général 
que possible ; sur chaque variété ce système de référence dépendra de 
n(n + 1) paramètres, dont les n coordonnées de l’origine m. Il existera 
entre les n(n + 1) paramètres de la première variété, et les n(n + 1) 
paramètres de la seconde, une correspondance telle qu’on ait les 
identités 


(8) = tt, w! = wf, 


en désignant par wf et w/ les composantes relatives à la seconde variété. 
La réciproque est vraie, car les n premières des équations précédentes 
entrainent une correspondance nécessaire entre les coordonnées ponc- 
tuelles d'un point de la seconde variété et les coordonnées ponctuelles 
d’un point de la première. 

Les relations (8) entrainent, par dérivation extérieure, 
Pas ADE Of = Qi, 
et par suile 
A = Aju, Atne= Axis 
dA‘, =dAi,,  dAly= dAys, 


(1) Les numéros 40 à 43 peuvent être passés sans inconvénient pour l'intelligence 
des Chapitres suivants. 


” 


CV 


VARIÉTÉS A CONNEXION AFFINE. THÉORIE DE LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE.. 379 


donc encore l'égalité dans les deux membres des dernières formules, 
supposées développées en fonctions linéaires des «! et w/, des coeffi- 
cients respectifs, et ainsi de suite. 


4A. On peut obtenir le développement des différentielles dA‘, et dA‘, 
par le procédé géométrique suivant : 

Considérons sur la première variété un point met un élément a deux 
dimensions passant par ce point; il correspond à cet élément un dépla- 
cement infiniment petit de composantes Qi et Qi. En particulier la 
translation associée à l’elément peut être représentée par le vecteur 
e,Q. Considérons maintenant un point m' infiniment voisin demet 
l'élément à deux dimensions passant par m’ qui est équipollent à l'élé- 
ment passant par M; à cet élément correspond un certain vecteur 
attaché à m': la différence géométrique entre ce second vecteur et le 
premier, différence géométrique qui a un sens puisqu'on sait raccorder 
l’espace affine tangent en m’ à l’espace affine tangent en m, est un 
vecteur attaché à m qui a une signification géométrique indépendante 
des systèmes de référence choisis. 

Pour avoir son expression analytique, imaginons que l’élémént à 
deux dimensions passant par m soit le parallélogramme construit sur 
deux vecteurs infiniment petits (&) et (ni) issus de m; désignons 


par 
e;Q(E, n) 


le premier vecteur représentant la translation associée a ce parallélo- 
gramme. Désignons maintenant par d le symbole de différentiation 
correspondant au passage dem am’. Le vecteur qui représentera la 
translation associée à l'élément équipollent issu de m’ pourra être 
désigné par 

. @2i (2, n) + d[e;Q'(E, n)], 


en convenant d'appliquer les formules suivantes, qui traduisent ana- 
lytiquement les convéntions géométriques faites ci-dessus : 


es k 
de;= ek, 
dei = — Evy 
dete tan ob. 


2-5 
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Le vecteur final attaché au point m, ou plutôt aux trois vecteurs (&), 
(n°), dm issus de m, sera donc 


dfe;Q'(£, n)}; 


et ses composantes seront évidemment des formes trilinéaires des com- 
posantes des trois vecteurs, c’est-à-dire des &, des n’ et des wi, 
soit $ 

d[eiQi(E, n)]= Afxa (Ent — El ni )wt. 


En effectuant le calcul et égalant les termes en e,(&y* — Er”), on 
trouve 
(9) ' dAi, = AS, wh — Aba? = At owf = Aino, 4 


formule qui montre de quelle forme est la différentielle dA’,. 

Ce que nous venons de faire pour les composantes de la translation 
peut se faire pour les composantes de la rotation. Considérons en un 
point m un parallélogramme élémentaire construit sur deux vecteurs 
(&') et (n°) et un vecteur arbitraire (u‘). Le vecteur 


euiQi(E, n) 


représente, au signe près, l'accroissement géométrique subi par le. 
vecteur (u‘) quand il est transporté par équipollence le long du con- 
tour du parallélogramme. Soit m’ un point infiniment voisin de m; 
considérons en ce point le parallélogramme éguipollent au premier et 


le vecteur (u‘) équipollent au vecteur (u'); l'accroissement subi par ce 


dernier vecteur quand on le transporte par équipollence le long du 


contour du second parallélogramme est un second vecteur 
eru/ 25(E, n); 
la différence géométrique entre ce vecteur et le premier, différence 
qu’on peut désigner par 
P (e:u/Q(E, n)), 


est un vecteur attaché au point m, dépendant des (u') et des trois vec- 


teurs (&), (y'), dm d’une manière intrinsèque. Ce vecteur est de la 


forme | 
ei us Ann (Ent — Erik) wh, 


. 
: 
3 
: 


ss 
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En faisant le calcul, on trouve 


; (10) d'Aix + A1 0 — Noneo§ = Aba, — Nip oF == Ab grip @?. 


42. Il-résulte de ce qui précède que la differentiation des compo- 
santes Aj, et A introduit comme seuls nouveaux coefficients les coef- 
ficients Ajups Ajanp des formes 


d(eiQi(E, n)), d( ecu! 2; (& n)). 
Si maintenant dans ces formes développées on remplace les w par 
les composantes ©! d'un vecteur arbitraire, on obtiendra des formes 
eo: M'(, n, 6), e;uill;(ë, 0 6) 
qui définiront en somme un déplacement associé à un parallélépipède 
élémentaire issu de m ('); seulement les arêtes de ce parallélépipéde ne 


joueront pas toutes le méme rôle. Quoi qu'il en soit on pourra, par le 
même procédé que plus haut, en déduire de nouvelles formes 


d(e:lli(E, n, 6)), d(esuiMi(E, 0, 6)), 


qui, développées, seront de la forme 
er Abang n* Co, e;u Aipnnme nero. 

Les nouveaux coefficients qui s’introduisent ainsi permettent d'écrire 
les expressions complètes des différentielles des Aj, et Au : 
( ) dA sant Aya Op — Aëx of = Ajoin o— Alaio of = Ajayho wP, : 

11 ME wo - al; eae 
AN nt ABnen p — Apraney — Ana ot — Abo aol — Ajearg = Arte 0. 

On peut évidemment poursuivre ces opérations indéfiniment ; les 
coefficients nouveaux qui s'introduisent à chaque différentiation sont 
les coefficients de formes auxquelles on peut donner une signification 


géométrique et qui représentent des déplacements associés à des vec- 
teurs arbitraires en nombre de plus en plus élevé. 


43. Si deux variétés sont isomorphes, la correspondance qui réalise 


(2) Ou plutôt à un parallélogramme et à un vecteur. 
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l’isomorphisme de ces deux variétés rend égaux entre eux tous les coef- 
ficients A,, Aj« et leurs dérivés de tous les ordres. Je n’ai pas l’inten- 
tion de poursuivre plus avant l'étude de ce problème qui se traiterait 
suivant la méthode que j’ai employée dans un précédent Mémoire (!). Je 
vais me contenter d'indiquer les relations qui existent nécessairement 
entre les quantités qui viennent d’être considérées, en omettant la 
démonstration du fait que les relations que je vais indiquer sont les 
seules qui existent dans. le cas général. 

Tout d’abord les formules qui traduisent le théorème de conserva- 
tion de la courbure et de la torsion 

(SE) + [Q* oj] —[o*Q,] =o, 


2) (24) + [Sof] —[ah2{]=0 


nous donnent, en développant et en négligeant tous les termes qui 
contiennent les wi, 
CA x w/w] + Aj [Q/o* — o/Q*] — Akos [w*w? wo] = 0, 
[dAt,,@* ot] + Aj,,[2* wo! — wo Q'] =o, 


d’où, en prenant l’ensemble des termes en [w*w*w"], 
Aagiy +Abyig + Afais + Aby Af 
(12) + ApaAby + App Aya— Aïgy— Asya — Ajap=o, 
agir + Aigyia + Adrarp + Alpy Afg+ AjeaAgy + Ajo A‘,=0. 
En ce qui concerne les A;,,, et les A°,,,, on aura entre ces quantités 
et les précédentes des relations de deux espèces différentes. Les pre- 


miéres proviendront de la différentiation des relations (1 2), en ne con- 
servant que les termes en w°; elles seront de la forme 

(13) | Aapne + Agyias + Ayaips =.--, 

| AaBiyè + Alpyiaa + A «185 = SU 

les termes non écrits ne dépendant que des quantités précédemment 
considérées. Les relations de la seconde espèce proviendront de l’éga- 
lisation des covariants bilinéaires des premiers membres des rela- 
A ——_——_ eS 


(") Sur les équations de la gravitation d’ Einstein (Journal de Math., 1922, p. 141-203). 
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tions (9) et (10); en ne conservant dans les égalités obtenues que les 

termes en [w*w$], on trouve 

Bee) Site Aina Anh Abe Af — Ajp Afag — At Ags 

A xn80 a Arno = AGac Apap cg An AE LS Ajet Aus a ik Af.a— Ajxup Abe: 
Les relations existant entre les Ajgum et les A yrmr SE déduiront de 

mê me : 


1° Des relations (13) et (14) différentiées en conservant seulement 
les termes en w°; | 

> Des relations (11) dérivées extérieurement, en conservant seu- 
lement les termes en [w*wf]. 


On procédera ainsi de proche en proche. 
On voit facilement que le nombre des composantes de la courbure 
n?(n?—1) 


et de latorsion est et celui de leurs dérivées du premier ordre 
n'(n—1)(r +1 
est giint ot) (ech), 
3 
Cas des variétes sans torsion. — Si la variété est sans torsion, les 
relations précédentes se simplifient; elles se réduisent aux suivantes : 


Mary Mans + Adyar =O 
Agir + Aipriaë + Aiyaips=°> 
Afengz — Aja = Ar A bas — Apr Aug — Aer Afag ke Mag 


Généralisation (’). 


44. Les équations (3) et (5’) définissent des transformations infi- 
nitésimales du groupe des déplacements affines. Il est facile de gene- 
raliser les considerations développees dans les numéros précédents, 
ce qui permettra d'en mieux saisir la portée générale. 

Considérons un groupe fini et continu quelconque Gan variables 


(1) La fin de ce Chapitre suppose du lecteur certaines connaissances Sur la théorie des 
groupes; elle peut être passée sans inconvénient pour la compréhension des Chapitres 
suivants. | 


22% 
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XL,, Ds ..., Ly, Ce groupe étant, par exemple, défini par r transforma- 


tions infinitésimales indépendantes 
di a > Marne +7. 


Nous pouvons regarder les x; comme les coordonnées d’un point 
dans un certain espace (E). Si dans cet espace nous ne portons notre 
attention que sur les propriétés des figures qui ne sont pas altérées 
par les transformations du groupe G, nous pouvons dire que l’espace (E) 
admet le groupe G comme groupe fondamental. A cet égard on peut 
substituer aux coordonnées primitives æ,, ..., æ, celles qu’on en 
déduit par une transformation T du groupe; avec ce nouveau système 
de coordonnées les propriétés des figures se traduisent analytiquement 
de la même manière qu’avéc l’ancien; les deux systèmes de coor- 
données sont équivalents. Le passage d’un système de coordonnées à 
un autre équivalent se traduit donc par une transformation du groupe 
fondamental. “i 

Cela posé, imaginons un ensemble continu d’observateurs, réduits a 
des points, et dont chacun adopte un système de coordonnées pour 


l'étude de l’espace (E), ces systèmes étant naturellement tous équiva- : 
lents entre eux. La variété formée par ces observateurs-points est, je: 


suppose, à p dimensions, chaque point étant défini d'une manière 
quelconque par p coordonnées u,, ..., u,. Si l’on passe d’un point m 
de la variété à un point infiniment.voisin m’, on passera dans l’espace (E) 
d’un certain système de coordonnées à un autre que nous supposerons 
infiniment voisin; autrement dit, on passe des coordonnées 2; utilisées 
par l'observateur m aux coordonnées x; utilisées par l’observateur m’ 
en effectuant une certaine transformation infinitésimale du groupe G, 
soit Pe 
OX f+ w.X,f+...+ 0,X,/, 


en désignant par w,, ..., w, des expressions linéaires en du,,...,du,, 
avec des coefficients fonctions de u,, ..., u,. Autrement dit, si (æ;) et 
(æ:+ dx;) sont les coordonnées d’un méme point de (E) adoptées res- 
pectivement par l’observateur m et l’observateur m’, on aura 


(15) dxz;= w,X,(2;) + W2X_(2;) +...+ 0,X.(x-); 


Geng 


| E 
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ou encore, si f est une fonction déterminée des coordonnées, on aura 
(15) df = 0, Xf +o:X:f +...+oX,f. 


Supposons, par exemple, que G soit le groupe à une variable et un 


paramètre 
z'=t+ a; 


on aura 
dx = w, 


w étant une expression de Pfaff en w,, us, ..., Up. 


45. Cela posé, imaginons que dans la variété (V) des observateurs, 
‘on aille d’un point quelconque m, à un point quelconque m, par un 
chemin déterminé. En passant d’un point m quelconque de ce dernier 
au point infiniment voisin m’, on aura à effectuer dans l’espace (E) une 
transformation infinitésimale dont les composantes, avec les coordonnées 
adoptées par l'observateur m, sont w,, &,, ..., w,. La composition de 
toutes ces transformations infinitésimales successives permettra de 
passer des coordonnées adoptées par l'observateur m, aux coordonnées 
adoptées par l'observateur m,; ce sera une certaine transformation 
finie du groupe G. Elle sera évidemment fournie par l'intégration des 
équations différentielles (15), où les w; sont maintenant de la forme 
pi(t)dt, en appelant ¢ un paramètre en fonction duquel soient 
exprimées les coordonnées u,, ..., u, d'un point variable du chemin. 

Si maintenant on décrit un contour fermé sur la variété (V), on ne 
retrouvera pas nécessairement le même système de coordonnées en 
revenant au point m, qu’en en partant. Pour qu'on retrouvât le même, 
il faudrait (et il suffirait) que les équations (15 )fussent complètement 
intégrables. Prenons ces équations sous la forme condensée (15). La 
condition d’intégrabilité complète donne, en désignant par w; le cova- 
riant bilinéaire de w;, 


X,f oi+ [d(Xif) o:] = X, fot [Xa(Xef) — Xk(Xaf)] [orwx] = 0. 
Or, d’après un théorème classique de S. Lie, ona 


(X,Xx) =X),(Xzf) so Xx(X2f) = CrrsXsfs 
Ann. Ee Norm., (3), XL. — DÉCEMBRE 1923, 49 
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les coefficients c,x; étant des constantes. On doit done avoir 


X3f | os + Cnkslonok] = 0, 
et par suite 


(16) + fnrslorwx]= 0. 


46: La circonstance particulière qui vient d’être étudiée se présen- 
tera en particulier si nous prenons pour variété (V) la variété des para- 
metres du groupe. Si 


- 


a= fit: ces Tns is; ar) 


sont les équations finies de la transformation T, la plus générale du 
groupe G, on pourra, regarder a,, ..., a. comme les coordonnées 
d’un point m d’une variété (V) a7 dimensions. Sia}, ..., a, sont les 
paramètres de la transformation identique et si m, est le point corres- 
pondant de (V), nous admettrons que le système de coordonnées 
adopté par l'observateur m se déduit par la transformation T, du sys- 

-tome de coordonnées adopté par l'observateur m,. On passera alors du 
système de coordonnées dem à celui-du point infiniment voisin m’ par 
la transformation infinitésimale T,'T,,¢- Il est bien évident alors que, 
quel que soit le chemin suivi pour aller d’un point m de coordonnées 
(a,,..., a,) à un pointm de coordonnées (b,, ..., b,), le changement 
résultant de coordonnées de l’espace (E) sera Tz’ Ty. 

Réciproquement, si les relations (16) sont vérifiées pour une variété 
quelconque (V) d’observateurs, et si nous choisissons arbitrairement 
dans cette variété un point m,, chaque point m correspondra à une 
transformation déterminée T, du groupe G, celle qui permet de passer 
des coordonnées choisies par m, aux coordonnées choisies par m; par 
suite les u; sont des fonctions déterminées des a;. 1] se pourra naturelle- 
ment qu'à une même transformation T, correspondent une infinite de 
points m; il se pourra aussi, en particulier si p <7, qu'il n’y ait qu’une 
partie des transformations du groupe qui puissent correspondre aux 
différents points de la variété. eH 


47. Revenons au cas général. Nous avons interprété jusqu'ici une : 
transformation du groupe G comme définissant un changement de 
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coordonnées dans l’espace(E), les variables primitives æ;etles variables 
transformées æ! se rapportant à un méme point de l’espace (E). On 
peut adopter un point de vue différent et en un certain sens plus 
intuitif et regarder les a; et les x; comme les coordonnées de deux 
points différents dans un même système de coordonnées. Nous désignerons 
par la lettre S la transformation, interprétée de cette manière : cette 
transformation n’a évidemment un sens que si l’on a fait une fois pour 
toutes un choix préalable d’un système de coordonnées. Nous dirons 
que c’est un déplacement de l'espace (E). 

En nous plaçant à ce point de vue, la transformation infinitésimale 
w,X,f+...+0,X,f que nous avons associée à un couple de deux 
—._ points infiniment voisins m'et m’ de la variété (V) peut être regardée 
comme un déplacement infiniment peut de l'espace (E). Les expres- 
# sions de Pfaff w,, ..., w, définissent donc en somme un mouvement 
continu (idéal) à p paramètres de l’espace (E). En employant une 
expression empruntée à la théorie des liaisons en Mécanique, nous 
- pourrons dire qu’en général ce mouvement n'est pas holonome; il est 
holonome si les conditions (16) sont vérifiées. Par exemple dans le cas 
du groupe 


a=a+a, 


on a affaire à une translation continue d’une droite; cette translation 
est holonome si la composante de la translation infiniment petite est 
une différentielle exacte; elle ne l’est pas dans le cas contraire. 


48. Revenons à un contour fermé infiniment petit de la variété (V). 
L'intégration approchée des équations (15) peut se faire par un pro- 
cédé analogue à celui qui nous a servi dans l'étude des variétés à 
connexion affine. En appelant Aq; la variation infiniment petite subie 
par æ;, on démontre que celle variation peut être obtenue en prenant 
le covariant bilinéaire du secoud membre, en y remplaçant les diffé- 
entielles dx, par leurs expressions fournies par les équations (15) 
elles-mêmes. On obtient ainsi, sous une forme condensée, 


(17) Af= Xi f+ QXif +... + Arf 
en posant 


(18) = Os + Caks Edy Mies 
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A chaque contour fermé est donc associé un déplacement infiniment 
petit de l'espace (E), déplacement dont les composantes Q,, ..., Q, sont 
des éléments d'intégrales doubles. Ce déplacement mesure en quelque 
sorte la non-holonomie du mouvement de l’espace (E). 

Les formules (18), dérivées extérieurement, donnent, en tenant 
compte des relations qui existent entre les constantes c,3, ('), 


(19) 2, = Cens | [Qnox] — [or @x]}. 


L’interprétation de ces formules est analogue à celle que nous avons 
obtenue dans la théorie des variétés 4 connexion affine. 


49. Reprenons pour cela notre premier point de vue. Imaginons 
dans la variété (V) un volume limité par une surface fermée infiniment 
petite. A chaque élément de cette surface entourant un certain 
point m est associée la transformation infinitésimale ®@, de symbole 


GX, f+...+Q,X,/f, 


que nous pouvons interpréter comme définissant un déplacement S de 
l’espace (E), déplacement défini analytiquement en nous servant des 
coordonnées adoptées par l'observateur m. Soit alors a un point fixe 
intérieur au volume considéré. Le méme déplacement de l’espace (E) 
pourra être exprimé analytiquement au moyen des coordonnées 
adoptées par l'observateur a, puisqu'on sait passer des unes aux autres 
lorsque les deux observateurs sont infiniment voisins. Soient respec- 
tivement : 
Lys nee Bny Ct Zu ds à 

les coordonnées adoptées par les observateurs m et a. Le passage des 
dernières aux premières se fait par une transformation infinitésimale T. 

Désignons enfin par des lettres accentuées les coordonnées du 
point transformé par le déplacement S. On voit immédiatement que le 


passage des x aux a’ sera obtenu en effectuant successivement les 
Ch EE di oot eel dubia dee manie 


(1) Ces relations proviennent de ce que, pour la variété (V) des paramètres, les for- 
mules (13) sont vraies, et par suite celles qu'on en déduit par dérivation extérieure, Cela 
revient à dire que, dans Ja dérivation extérieure des formules (15), on peut supprimer tous 
les Lermes qui ne contiennent ni les Q; ni les Q{. 
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transformations T, ® et T-'. Autrement dit, le déplacement S sera 
défini, si l’on adopte les coordonnées de l'observateur fixe a, par. la 
transformatien TOT-". 

On démontre alors facilement que si Uf est le symbole de la trans- 
formation infinitésimale T, V/ celui de @, le symbole de TOT-" est 


Vf+ (UV) =Vf+U(Vs)—V(U/S). 


Si l’on appelle w, et u, les coordonnées respectives des points m 
et a de la variété (V), et si l’on pose 
= Yin du, 
ona . 
f= Yih (ur— ur)X:f, 
. bs Q;X;f, 
et, par suite, | | 
Vf+(UV)= |Q,+ Ciks (vin (ur — un) Qx— Yen(ur— Un) Qi] Xf. 


Telle est l'expression analytique du déplacement S quand on le rap- 
porte au système de référence du point a. 

Si l’on fait la somme des composantes de ce déplacement, étendue à 
tous les éléments de la surface fermée considérée dans la variété (V), 
on trouve, pour la si" somme, 


Q,; + Cizs(Lo: 2x] a [w,2;]), 


quantité nulle d’après la formule (19). : 


+ Autrement dit, la somme des déplacements infinitésimaux associés 


aux différents éléments de surface qui limitent un volume fermé infini- 
ment petit de la variété (V) est nulle. 


50. Dans le cas particulier où le groupe G est le groupe 
x'=x+a, 


le théorème général de conservation précédent conduit à un résultat 
classique. Si w est une expression de Pfaff quelconque de la variété (V), 


et si l’on désigne par w’ l'élément d'intégrale double que donne l’appli- 
cation de la formule de Stokes, l'intégrale { fo! étendue à une surface 


fermée est nulle. Ici il n’y a pas besoin de rapporter la translation infi- 
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nitésimale de grandeur w! au système de référence de l’observateur a, 
parce que la grandeur d’une translation d’une droite est indépendante 
de l'origine choisie pour les abscisses, les transformations du groupe G 
étant commutatives. Dans ce cas particulier, on voit encore que la 
translation associée a un contour fermé quelconque, méme fini, est 


toujours donnée par l'intégrale [fo étendue à une aire limitée par 
ce contour. 

Revenons maintenant à la notion de variété à connexion affine. 
L'espace (E) est ici l’espace affine proprement dit, le groupe fonda- 
mental est le groupe des transformations affines engendré. par les 
transformations infinitésimales 


of a 


dr’ Part 


Il n'y a cependant pas identité complète entre la notion de variété à 
connexion affine et la notion de variété (V) d’observateurs introduite 
dans les considérations précédentes, car à tout point m de la variété 
à connexion affine peuvent correspondre une infinité d’observateurs 
adoptant des systèmes de référence différents, mais de méme origine m. 


CHAPITRE IL 


LES VARIÉTÉS A CONNEXION MÉTRIQUE. 


51: Imaginons un espace euclidien en chaque point m duquel on. 
adopte un système de coordonnées rectangulaires, avec une unité de 
longueur choisie en chaque point et pouvant varier d’un point à un 
autre. Si l’on appelle e,, e.. e, les vecteurs égaux à l'unité de longueur 
portés sur les axes, on a, en passant d'un point m au point infiniment 
voisin m + dm, les formules générales (1) (Chap. I) | 


(1) dm = w'e, + we, + es, 
de, = wie; + 01 C2 + wie, 

de, = w} 6; + 65: + Wie, 

de; = wie, + w? e,+ 563. 
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Si l’on définit le produit scalaire de deux vecteurs en partant d’une 
certaine unité de longueur absolue, on a les relations 


©, ©; — 0202 — 6:03; 203 —0, ‘e3@1— 0; 612 — 0. 
L En différentiant ces relations, on obtient les formules 
Æ OI Di 03, @ + 05 =0, wit+teai=0, w+ o,=0. 
7 
4 Z = 4 * € 
Nous écrirons simplement w à la place de w;. Les formules (1) 
—._ deviennent donc 
% d k 
Se = 
“¢ (1) m ex, ‘ 
es de; = we;+ Wj ex (wf*+ w$) = 0, 
4 . 
Zz dans la seconde relation lasommation est effectuée pour les valeurs 
de l'indice & différentes de z. 
~ 52. Ces formules nous permettent de définir les varielés à con-. 
Æ 


mu. nexion métrique. Ce sont les variétés à connexion affine pour chaque 
1 point m desquelles l'espace affine tangent est un espace euclidien. Le 
| repérage m'tuel de d‘ux espaces euclidiens tangents en deux points 
infiniment voisins se fait au moyen des expressions de Pfaff 


ss wt, 6), of =— 0; 


| les w’ sont les composantes de la translation, w est la composante de 
un Vhomothétie (') et les w sont les composantes de la rotation qui 


amènent le système de référence attaché au point m en coincidence 

avec le système de référence attaché au point m’. 

— On pourrait aussi imaginer qu'il existe une unité de longueur 

absolue valable pour tous les espaces euclidiens tangents à la variété; 

les vecteurs unités €,, ©», ©; attachés à chaque point seraient par 

| convention tous égaux entre eux. Dans ce cas, la forme @ serait nulle. 
» Nous dirons que nous avons dans ce Cas une variété à connexion eucli- 


dienne. 


ans le cas d’un nombre 


VA 53. Tout ce qui précède peut se généraliser d 


(1) Le rapport d’homothé.ie est 1+ %: 
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quelconque de dimensions. On pourrait aussi supposer qu'on a choisi 
des systèmes de référence non rectangulaires, ou des systèmes de 
référence rectangulaires avec des vecteurs e; non égaux entre eux. 
Sans vouloir traiter le cas général, bornons-nous à indiquer ce qui se 
passe lorsque, une unité de longueur étant choisie en chaque point m, 
on prend des vecteurs e; de référence satisfaisant à 


(@:)'= ga, ee; —=0 (E47 1, By era), 


les g;; étant des coefficients constants choisis une fois pour toutes et 
les mêmes en. tous les points de la variété (*). Comme l’unité de 


longueur varie d’un point à l’autre de la variété, on aura simplement le . 


droit de différentier les relations 


(ert _ (on)? (on) 


nh e,e;=0, 
&11 822 Snn TP 


ce qui donnera, en tenant compte des formules (1), 
(2) Di—Oi—... O0,  giwÿ+ go —0. 


Le carré de la longueur d’un vecteur (&) issu de m est, dans ces 


conditions, 
guet); 


il varie avec l’unité de longueur choisie en m. Le produit scalaire de 
deux vecteurs (&), (n‘) est de même 


Sitin'. 


54. Étant donné un vecteur (2'), nous désignerons par E; le produit 
scalaire de ce vecteur par le vecteur e;, 7 


b= Eo:= gi! ; 


nous dirons que les £; sont les composantes covariantes du vecteur (i, 


mm 


(1) Il est évident que cette convention ne restreint en rien la généralité; on peut 
même supposer ces coefficients égaux à + 1. : 

(?) Il est essentiel de remarquer que les gj; étant des constantes fixées une fois pour 
toutes, les composantes covariantes d’un vecteur sont liées a ses composantes contrava- 
riantes d'une manière indépendante du choix du système de référence. 
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les & étant appelées ses composantes contravariantes. Avec ces nota- 
tions, le carré de la longueur d’un vecteur est ££ et le produit scalaire 
de deux vecteurs est £;nf ou En. Le ds? de la variété (carré de la dis- 
tance de deux points infiniment voisins) est de même w;w!, en posant 


= gi w!. 


Nous désignerons naturellement par Q; les composantes covariantes 


du vecteur Q. 
La forme w/ peut être regardée comme la j“”° composante (contra- 
variante) du vecteur de;; nous poserons 


Wij = dei.e;— Bj) > 


et de méme | | 
D ji de;.e;= Siu; 


_ les relations (2) montrent que l’on a 


(2°) Wij + @ji— 0e 
Nous poserons de même 


Q;;—= 27; = (de;)'e;, Qjui=gnQi=(de;)e;; 
Qu = Qi, Qi ees 
Sii Bij 


55. Equations de structure. — Elles se déduisent immédiatement des 
équations générales établies au Chapitre I. Elles s’écrivent 


| | (ui) =[o/w] + [of] + 2, 

= (3) : w! (7, R 
(oi) = [ofo] +27, 

et l’on a naturellement entre les Q/ les relations 


guQi+ 85; — 0, 


(4) . Qi + QG; oO. 
Ann. Éc. Norm., (3), XL. — DÉCEMBRE 1923. 


5o 
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Les équations (3) peuvent encore s’écrire 


( (os) = [eo] + [of ox] + Qi, 
(3') ét = "À | 
Co) = [ofoxs] + Qy=[oxsof] + Qij- 
Enfin les équations qui traduisent le théorème de conservation sont 
\ (Qi) + Lo] —[o'Q] + [aj 2*] — [w* Qi] = 0, 
(5) Q'=0, 
À (QU C024] — tuto] = 0, 
ou encare 
(Q;)' + [ao] — [o,2] — [os] + [o, 24] =o, 
(5) Q'= 0, 
(2;;)' —[o4Q:.] — [of R;;]= 0. 


56. La torsion et les courbures. — A tout contour fermé infiniment 


petit sont associées : 


1° Une translation e;Q'; 
2° Une homothétie de rapport 1+ Q; 
_ * 3° Une rotation de composantes Q/. 


La translation définit la torsion, l’homothétie la courbure d’homo- 
thétie, la rotation la courbure de rotation de la variété. 

St la courbure d'homothétie est nulle, la variété est à connexion eucli- 
dienne. On peut disposer des arbitraires dont dépend le choix du sys- 
tème de référence de manière à satisfaire à l'équation 


®=0; 


cette équation est en effet complétement intégrable, puisque le pre- 
mier membre, ayant son covariant bilinéaire w’ identiquement nul, est 
une différentielle exacte. On peut donc choisir les systèmes de réfé- 
rence attachés aux différents points m de la variété de manière que la 
connexion devienne euclidienne : cela est possible d’une infimté de 
manières, le choix de l’unité de longueur (qui est maintenant absolue) 
étant arbitraire (‘). 

Cr ee ee CR TER UN 


(1) Analytiquement si l’on remplace e; par we;, où w est un paramètre arbitraire, 


é 

# er . 
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A 57. Représentation géométrique de la rotation associée à un contour 
fermé infiniment petit. — On peut représenter géométriquement la 

| rotation de composantes {/. Partons pour cela des formules qui 

. donnent la variation géométrique AË que fait subir cette rotation à un 

—_O vecteur Ésona 

Fr Ati = Er QG, 

…._ ou, ce qui revient au même, 

a 

Æ AEF = EE, Qi. 

J Ds : , ee n(n — segs 

2 Cette variation est la somme géométrique des = variations ducs 

___ aux différentes composantes QŸ de la rotation totale, ce qui permet 

La ° n(n— 

—._ encore de regarder la rotation totale comme la somme de ER 

. 4 : hr 

_ rotations composantes. Prenons par exemple la rotation compo- 

4 sante Q'?; ona 

Ze AEt— ES, 

- AP == Q12 

ke <1 ’ 

3 At=...= AG"— 05 

> E E 0; 


cette rotation composante n’altère pas les vecteurs perpendiculaires au 
plan e,e:; quant à un vecteur non perpendiculaire à ce plan, sa com- 
posante normale n’est pas altérée, la rotation faisant sentir son effet 
uniquement sur la projection du vecteur sur le plan. 

Considérons en particulier le vecteur e, de composantes (1, ©); il 
devient apres la rotation le vecteur de composantes (1, 811 oa) 


e, = ert ge; 


soit 0 l’angle dont ce vecteur a tourné, angle compté positivement dans 


le sens de e, vers e,; On à 

, À pe LE e; | [es 10— ge, 
d’où 
Le: | 
|e, | 


0= gu" 


du ‘ sis es : 
» est remplacé par w+ — 7° Pour rendre la connexion euclidienne, il n'y a qu'à 


prendre u= C ei pk 
26 
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Considérons enfin le bivecteur situé dans le plan e,e, et de mesure 
algébrique 9; ce bivecteur est (‘) 


[e.:e,]0 


Qu à a 
| @; @, | = 61 To, Flere] = [1 e,]2". 


Il résulte de ce qui précède que /a rotation Q) peut étre représentée 
par le système de bivecteurs 


(6) [e;e,; JQ” 


dont chaque terme définit une des ain =?) rotations composantes. 


Il est essentiel de remarquer que cette représentation a une valeur 
intrinsèque si la variété est à connexion euchdienne; si au contraire la 
variété est à connexion métrique, le système de bivecteurs considéré 
dépend du choix de l’unité de longueur attachée au point m. 

On peut dire que, dans le cas des variétés à connexion euclidienne, 
l'expression (6) est un invariant intégral bivectoriel attaché à chaque 
élément à deux dimensions de la variété. 


58. Invariants intégraux attachés à une variété à connexion eucli- 
dienne. — Les composantes Q! et Q;; de la torsion et de la courbure 
d’une variété à connexion euclidienne fournissent, d’après ce. qui 
précède, deux invariants intégraux à deux dimensions 


(7) e,Q!, 
(6) _ [ere,]24, 


l’un vectoriel, l’autre bivectoriel. Il est facile d’en déduire d’autres 

invariants à trois dimensions. : 
Considérons d’abord un vecteur &; le produit scalaire et le produit 

vectoriel de ce vecteur par le vecteur e,Q sont respectivement 


Eat, 
Lese;](8/0 — 2/24); 
———————— 
(*) Si en particulier on considère une aire infiniment petite de dans le plan e,e;, 
2 
le contour étant parcouru dans le sens direct, le rapport = définit la courbure de 
l'élément plan e, e;. 


Dh, 


“a à REA ER SCOR CCS 
=. JA \ 
i » a 


us 5 
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cela nous conduit à la considération des deux formes scalaire el 
bivectorielle 


(8) [o,Q'], 
(9) a [e;e;1[ wi — w/ 2], 


qu’on peut interpréter de la manière suivante. 

Considérons un volume (à trois dimensions) limité par une surface 
fermée infiniment petite et prenons à l’intérieur du volume un point a. 
Décomposons la surface fermée en une infinité d'éléments, soit m un 
point intérieur à l’un de ces éléments. La première forme représente 
la somme des produits scalaires du vecteur m— a par la translation 
associée à l'élément de surface qui entoure m (*); la seconde forme 
représente la somme géométrique des produits vectoriels des deux 
mêmes vecteurs. 

On peut de même, en reprenant un vecteur arbitraire (&), con- 
sidérer le déplacement subi par ce vecteur par l'effet de la rotation Q”, 


4 savoir 
eitkQ;, 


et la somme des produits extérieurs de ce vecteur par les différents 


bivecteurs qui représentent la rotation Q’’, à savoir 
[econ] (EQ + QM + EQN). 


Cela nous conduit a deux nouvelles formes, éléments d’intégrales 


triples, : 
(10) e;[o* Qi], 
(11) [e,e;ex] [oi Q/* + of QM + wk QY], 


dont l'interprétation géométrique est la suivante. En reprenant la 


surface fermée dont il est question plus haut, et le point a intérieur à 
cette surface, la première forme représente la somme géométrique 
des déplacements subis par les vecteurs m — à Par l'effet de la 
rotation associée à l’élément de surface qui entoure m; la seconde 


divisé par le nombre qui mesure le volume de l'élément 


(1) Le nombre ainsi obtenu, 
sion scalaire de cet élément. 


à trois dimensions considéré, peut s'appeler la tor, 
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représente la somme géométrique des trivecteurs obtenus par la 
multiplication extérieure du vecteur m — a et du système de bivec- 
teurs représentant la rotation associée à l'élément de surface qui 


entoure m. * 
On peut poursuivre et obtenir des invariants intégraux à quatre 
dimensions. A un vecteur (&') on peut associer : 


1° Son produit par le nombre scalaire (8) 
eië lux]; 


2° Son déplacement par l’effet de la rotation représente la forme 
bivectorielle (9) 


ei EXT ox Qi — wiQ; 7]; 
3° Son produit extérieur par le système de bivecteurs (9) 
(ere; ex] |E![w/! 24— 4 1] + [wo Qi — wih) + Ew! Q/— w/ Qi]; 
4° Son produit scalaire par le vecteur (10) 
Elo*Q;]; 
5° Son produit vectoriel par le vecteur (10) 
Lese;1[Ew Qf — Eu Qh]; 
6° Son produit extérieur quadrivectoriel par le systéme de trivec- 
teurs (11) © 
Lese;eres] |E [a QE + wh QU + QE] — Ew Qh + wk Qi + w/ Qi] 
+ Ew Q + w/w! QI] — EP wi Qik w/ QE wk Qi]. 
On en déduit immédiatement l'existence de nouveaux invariants 
intégraux (') 
e;[o!w*Q;], 
[e:e; 0x ] [0 w*Q! + wh wQ/ + 0! w/Q4), 
[o'w/Q;;], 
[ere;] [w?w* Qi — w/w Qi], 
[e:e; 6,67] [uw QE ww QU + wiry! QUE oF QU + wo QU ws w* Qi), 
me 


(1) La première et la deuxième formes associées au vecteur () donnent naissance au > 
même invariant intégral. 
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L'interprétation géométrique de ces formes serait analogue à celle 
des formes précédentes. LS 

On pourrait continuer et obtenir des invariants intégraux à un 
nombre de dimensions de plus en plus élevé. 


59. Les dérivées extérieures de ces invariants intégraux sont faciles 
à calculer; ce sont en effet de nouveaux invariants intégraux admet- 
tant une signification indépendante du choix du système de référence. 
Il en résulte qu’en les calculant cous les termes en w/, doivent dispa- 
raître. On peut s’en rendre compte d'une manière nette en remarquant 


que si l’on attache à chaque point m le système de référence le plus 

Fo à n(n—1 ees ; : ‘ 
général possible, les ss paramètres arbitraires qu on introduit 
ainsi n'interviennent pas en réalité dans la forme invariante qu'on 
dérive; donc, leurs différentielles, qui se révèlent dans les w/, n’inter- 
viendront pas non plus dans la dérivée extérieure. 

On aura donc les dérivées extérieures des différentes formes considérées 
en regardant les e; et les Q,; comme des constantes, et en remplaçant (w') 
et (Qi) respectivement par 

@ et — [w* Q5]. 
On peut donc former le Tableau suivant (où l’on n’a fait figurer que 


les formes à deux et trois dimensions) : 


Formes invariantes. Formes dérivées. 


e;Qi e:[ o£ Qi] 
[eie, 19 0 
[us] [2,2] + 2[o!o/ Qi] 
Lese;] [wi Q/ — w/ 9] [e,e)] [w! 2" Qf— ww] 
e;[ of 2, | e;[2* Qi] 
Lesejer] [wi Qi*-+ of Qh + w* Qi). [ee ex] [iQ + RL + RER]. 


On remarquera que certaines des formes à trois dimensions peuvent 
être obtenues par dérivation des formes à deux dimensions. 


60. Les invariants inlégraux des variétés à connexion euclidienne 
sans torsion, — Si la variété est sans torsion (variété de Riemann), 


26% 
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les Q sont nuls, et par suite, d’après les équations (5), la forme 1 
e;[w* Qj] 


est identiquement nulle. Des invariants intégraux précédemment 
déterminés, les seuls qui subsistent sont 


[e,e; ]2*, 
Lese;ex] [of Q/* + w/Q! + wk Q), . 
[e,e; 6,0] [ w/w! QE + w! wk QY + ww! Qi + wh wo! QU + wo! w/ Qi + wi wk Qi], 


et leurs dérivées extérieures sont identiquement nulles. On en déduit des 
théorèmes de conservation qu’il serait facile d’énoncer géométrique- 
ment (‘). 


Cas des variétés à trois dimensions. — Dans le cas des variétés à trois 
dimensions, les invariants intégraux à quatre dimensions disparaissent 
d’eux-mémes. Remarquons qu’à tout vecteur 


be; 
est lié d’une manière invariante un bivecteur 
Elese;] a Es[ese;] Ay E,[e,e.] 


et réciproquement; de même à un trivecteur est lié un scalaire, sa 
mesure. | 

D’après cela, en nous bornant au cas où il n’y a pas de torsion, nous 
obtenons les invariants intégraux nouveaux 


Lot Q3] + [ut Q3] + [usQi?], 
es + @,23, + 6,2, 


dont le second, à deux dimensions, a sa dérivée extérieure nulle; ce 


EE ( 


.(1)' Ces formes peuvent être considérées comme définissant la courbure (bivectorielle, 
trivectorielle, quadrivectorielle) d’un élément à deux, trois, quatre dimensions. Au lieu 
de prendre des multivecteurs libres, on pourrait prendre les multivecteurs appliqués 
[me;e;]0'/, etc. On a alors le théorème remarquable que la courbure p-vectorielle libre 
d'un petit domaine à p dimensions est la somme géométrique des courbures (p — 1)-vec- 
torielles appliquées des éléments à p — 1 dimensions qui limitent le domaine. Ce théorème 
permet d'obtenir simplement les formes du texte par récurrence, 


Le. me a 
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second est le vecteur qui représente, suivant le procédé habituel, la 
rotation associée à un élément de surface ('). 

Cas des variétés à quatre dimensions. — Ici il y a une correspondance 
invariante : 

1° Entre le vecteur 

| ge: 
et le trivecteur polaire 


E[erese,]— El e1ese:] + s[e,e26,] — £,[e,e2es |; 


2° Entre le système de bivecteurs 


4 é/[ese;] 

=. et le système de bivecteurs polaire 

a Ey [@3@.] + ErsLe,€2] + Enfers] + Ess [012] + Era @1 03] + fesLe1@s]- 

2 Si l’on regarde les & comme les coordonnées homogénes d’un 


point dans un espace a trois dimensions, le trivecteur polaire du 
: vecteur (£) peut être regardé comme représentant le plan polaire du 
“_ point par rapport à la quadrique xx; = 0. De même si les &/ sont 
: les coordonnées plickériennes d’une droite, les coordonnées du 
# bivecteur polaire sont celles de la droite polaire par rapport à la qua- 
7 drique. “4. | Ms 

x Nous avons par suite, en nous limitant aux variétés à torsion nulle, 
> les invariants intégraux nouveaux 


[e2€s ] Quy + [ese:]: + ETAT + [ei ©] os + [ee] Qu + [ese:]S. 


> (ijkDeilo; x + 04,2); + 1 Qin]; 


[os Qi] + [301 Q] + [oi 6) S23 | + [oies] + [em Qs] = [030,212 |. 


(1) Le système de vecteurs et de couples 
[me ]$2s3 + [me;]Gs1 + [me,]Q:+ [ee] + [e,e, ]Q + [e162] 2s 


représente de même le déplacement associé à un élément de surface. Sa dérivée exté- 


_rieure est nulle. 
Si l’on regardait ce système comme représentant les tensions qui s’exercent sur un 
ce milieu serait en équilibre. Il y a la 


milieu matériel (tensions comportant des couples), 
plus ou moins trompeuses, qui existent entre la Géo- 


une des nombreuses analogies, 
métrie et la Mécanique. En fait, ce n’est là qu’une analogie. 
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Le second d’entre eux est indépendant du choix de l'unité de lon- 
gueur; il joue, ainsi que le troisième, un rôle important dans la théorie 
d’Einstein ('). 

Nous verrons dans la seconde partie de ce Mémoire ine méthode 
générale pour former les invariants intégraux attachés a une variété. 


Le théorème fondamental des variétés sans torsion. 


61. On doit à M. H. Weyl un théorème important, d’après lequel la 
connexion métrique d’une variété sans torsion est parfaitement déter- 
minée lorsqu'on se donne le ds? de la variété, ainsi que la forme w 
qui permet de comparer les unités de longueur choisies en deux points 
infiniment voisins (?). 

L'hypothèse revient en effet à supposer connues en chaque point les 
formes w et w, c’est-à-dire à supposer connues la translation et 
l’homothétie qui amènent en coincidence deux systèmes de référence 
infiniment voisins. Les composantes w,; de la rotation sont alors four- 
nies par les équations 


(o!)'=[ofo]+[o*%w,]  (i=1,2,..:,n). 


Il suffit de montrer qu’il existe un système et un seul de 
formes w;;= — w;; tel que les n formes 
[o* ozs] (i =aypapsiey a) 
deviennent égales à n formes données en w', ..., w", soit 
Aiap[wtoP] = (Aiag =— hipa). 
En posant M: y at 


~~ or a — 
Wij = Ajjx® (@ija = — ji); 


(1) Ces invariants fournissent, sous forme de bivecteur libre, de vecteur libre et de 
scalaire, une seconde représentation de la courbure d’un élément à deux, trois et quatre 
dimensions d’une variété à connnexion euclidienne. La différence entre cette seconde 
représentation et la première est qu'ici la somme géométrique des courbures appliquées 
des éléments à p — 1 dimensions qui limitent un petit domaine à p dimensions est nulle. 

(2) H. Wevt, Temps, Espace, Matière (trad. de G. Juvet et R. Leroy), p. 108. — 


Cf. E. ates Sur les équations de la gravitation d’ Einstein (Journ. de Math., 1922; 
p. 150—151), 


grits 


TES 
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les coefficients a;;, sont donnés par les relations 


, AgiB — “Bia = Nias j 
elles admettent la solution unique 
Ajjk = - (hing — hijx — hi). 


si l’on a une variété à connexion euclidienne sans 
torsion (variété de Riemann), sa connexion affine est complètement 
déterminée par son ds? : celle connexion est celle du parallélisme de 
M. Levi-Civita. C’est pour cela que la théorie de la gravitation de M, Eins- 
tein est en général présentée comme équivalente à l'étude d’une variété de 


En particulier, 


Riemann. 


CHAPITRE IY. 


RBES ET DES SURFACES DANS UNE VARIÉTÉ 


LA THÉORIE DES COU 
‘ À CONNEXION AFFINE OU MÉTRIQUE. 


62. L'étude des courbes et des surfaces, fondée sur l'emploi d’un 


système de référence mobile, se fait dans une variété à connexion 


affine de la même manière que dans un espace affine proprement dit. 
En chaque point m d'une courbe d’un espace affine on peut attacher 
(et d’une infinite de manières) un système de référence tel que le vec- 
teur e, soit tangent à la courbe. Ce.qui caractérise la droite, c’est que 
ce vecteur e, reste constamment parallèle à lui-même. On appellera 
donc droite (ou géodésique) dans une variété à connexion affine une 
ligne telle qu'un vecteur tangent à cette ligne se déplace parallèlement 
à lui-méme le long de la ligne. Pour trouver toutes les droites d’une 
variété à connexion affine on attachera à chaque point de la variété le 
système de référence le plus général possible et l'on exprimera: 


1° Que le vecteur e, est tangent au déplacement, c’est-à-dire 
w? = w=... = wo" = 9; 


(1) 
2° Que de, est parallèle à ©, c'est-à-dire 


2 — 133 — ee Pl = 
wf = Oy So 03 — , 


(2) 
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Les 2n — 2 équations (1) et (2) définissent les droites de la variété; — 


les quantités inconnues dans ces équations sont m — i des coordonnées 


f 
= 


d 


4 


d’un point de la variété et les n? paramètres arbitraires dont dépend le « 


choix des systèmes de référence. 

Si l’on a particularisé les systèmes de référence attachés aux points 
de la variété, on introduira 7? inconnues auxiliaires &' par les équa- 
tions 

wo! _ @? a” 


et l’on exprimera que le vecteur £'e; reste parallèle à lui-même, ce qui 


donne : 
att tayo (¢=1, 3, see, RM) 


En introduisant un paramètre auxiliaire 4, on aura les équations 
NL Me 
di? de + TEE, 
en posant 
wh = Vin o*. 


Les courbes de la variété qui jouent le rôle de courbes planes 
seraient définies, si l’on utilise en chaque point m de la variété le 
système de référence le plus général possible, par les équations 


OT SR. a 
Or PRES Oy oO, 
Niue USE 0! 
elles dépendent, comme on le voit facilement, d'une fonction arbitraire 
d’un argument. 


63. La recherche des invariants affines d’une courbe se fait sans 
difficulté. Plaçons-nous pour simplifier dans le cas d’une variété à 
trois dimensions. En restant dans le cas général, on démontrera, 
comme dans l’espace affine, qu’on peut attacher à chaque point un 
système de référence et déterminer un paramètre de position s 
de sorte qu’on ait les formules, qui généralisent celles de Frenet- 


LT à ART. € Ter À PRET 


note) DOS CL RS SE 
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Serret, 
dm 
es a 
de; 
ER TR Xe; + C2, 
de, _ 
ee ee sae 
de; 
re En = Be; + 3e; + 3a63. 


Les deux invariants affines fondamentaux sont « et 8. Le plan oscu- 
lateur à la courbe est [me, e, |. | 


64. Les propriétés fondamentales des surfaces s’étudient de la 
même manière. Nous nous bornerons au cas 2 = 3. A chaque point m 
d’une surface, nous attacherons un système de référence tel que les 
vecteurs e, et e, soient tangents à la surface. On aura done, si l’on se 


déplace sur la surface, 
a= 0, 


d’ou, en prenant le covariant bilinéaire, 
[wtat] + [ore}] + @=[oloi] + [uw] +A}, [oto ]=o- 
‘Tl résulte de cette égalité que les deux formes w® etwi sont linéaires 


en w' et w? 


avec 


La surface généraliserait le plan (surface géodésique) de l’espace 
affine si l’on avait 
@} = 03 —0, 

— 0, En général de tels plans (ou surfaces géodesiques ) 


ce qui exige Aj, 
les trouver, quand il en existe, il faut intégrer le 


n'existent pas. Pour 


système 
o* =o} = 9, A0: 


La dérivation extérieure des deux premières équations donne 


3 se 3 — 
A2 = 0) Ati, = 0 
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On est donc conduit à trois équations finies pour les neuf paramètres 
arbitraires dont dépend le choix des systèmes de référence. Un cas 
particulier intéressant est celui où ces trois équations seraient vérifiées | 
identiquement. On peut en déduire que si l'on choisit en chaque point 
un système de référence déterminé, il existe six relations linéaires 
entre les composantes du tenseur de torsion et quinze relations entre 
celles du tenseur de courbure. Dans ce cas, i/ existe un plan et un seul 
passant par un point donné et tangent en ce point à deux vecteurs donnés. 
Les variétés ont donc, comme l’espace affine, 0° plans. 

On peut démontrer qu’elles dépendent de trois fonctions arbitraires 
de trois arguments. 

Prenons maintenant une surface quelconque. On peut définir sur 
une telle surface la direction à’ conjuguée d’une direction à en consi- 
dérant l'élément plan tangent [me,e,] et cherchant sd caractéristique 
quand le point m se déplace dans la direction 6. On a 


6[me,e,] = }[me;e,] + w;[me.e;] 
= [aw'(d) + Bw?(d)] [me;e,] + [a’w'(d) + B’ w?(d)] [me, es]. 


En exprimant que le vecteur w'(6’)e, + w?(6' )e, est dans ce plan, 
on obtient 


aw'(d) w!(d’) + Bw? (d)w*(d’) + a’! (0) w?(0") + Bw? (d)w*(d") = 0. 


Cette relation n’est plus involutive si 8 — a! n’est pas nul. Autrement 
dit si la direction à’ est conjuguée de 4, la direction à n’est pas récipro- 
quement conjuguée de 6’. Il n'y a d'exception que si A}, est nul. La 
réciprocité entre les directions conjuguées d’une surface a lieu pour les 
variétés dont le premier tenseur de torsion (') est nul. 


65. On peut définir une ligne asymptotique d’une surface comme 
une ligne dont le plan osculateur est tangent à la surface; on démontre 
facilement qu’alors la tangente à la ligne est sa propre conjuguée. Les 
lignes asymptotiques sont donc données par l'équation 


w'ot + Ww} = 0. 
Les surfaces dont les lignes asymptotiques sont indéterminées sont 


—_——S—S—_— —————…—…——— 


(1) L’étude des tenseurs de torsion sera faite plus loin, 
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données par les conditions 
, a=0, B+ a'=0, p= 0 
c’est-à-dire 


1 I 
au Le A Pat 9 As à 
oy = 5 A120" D = AiO 


elles se confondent avec les plans si le premier tenseur de torsion 
est nul. 
” Les surfaces pour lesquelles les deux familles de lignes asympto- 
tiques sont confondues sont données par les équations 
B + a — 6! = 0, 


ou par l'équation 
i 3 


D w= 5 Ato. 

4 On démontre facilement que, quelle que soit la variété, elles 
+ dépendent d’une fonction arbitraire d’un argument. 

Æ Les indications précédentes suffisent pour montrer qu'il n’y a pas 
“ de changement essentiel de méthode à introduire pour l'étude des 
… courbes et des surfaces plongées dans une variété à connexion affine, 
“ mais que dans certains cas les théorèmes fondamentaux relatifs à 


l’espace affine doivent subir de profondes modifications. 


Les droites dans les variétés à connexion euclidienne. 


étés à connexion eucli- 


66. Les droites s’obtiennent dans les vari 
d'une connexion affine 


dienne de la même manière que dans le cas 


générale. 
Un cas particulièrement intéressant est celui où la ligne droite réalise 


le plus court chemin d’un point à un autre. On peut montrer par le 
calcul que la condition pour qu’il en soit ainsi est que la translation 


associée à un élément plan quelconque de la variété soit normale à cet 


élément. On peut s’en rendre compte par un raisonnement géométrique 


assez intuitif. 
de droite très petit mm’ sur la variété; Si 


Considérons un segment 
nous rapportons de proche en proche l’espace euclidien tangent en un 
ale 


point variable de cette droite à l’espace euclidien tangent en m 
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segment de droite sera représenté dans cet espace euclidien par une 

droite véritable mm‘. Considérons alors un autre chemin quelconque 

allant de m en m’; si nous rapportons de proche en proche l’espace 

euclidien tangent en un point variable de ce chemin à l’espace eucli- 

dien tangent en m, ce chemin lui-méme sera représenté par une 

certaine ligne courbe allant de m en un point m\. Il est clair que la 

figure tracée dans l’espace euclidien tangent en m peut étre inter- 

prétée comme tracée dans l’espace euclidien tangent en m’, le 

repérage par rapport & cet espace se faisant de proche en proche, 

d’abord le long du segment de droite m’m, puis le long du second 

chemin allant de m en m’. On peut donc regarder le vecteur (eucli- 
dien) m, — m, comme représentant la translation associée à ce petit 
contour fermé. St la variété est sans torsion, cette translation est nulle, 

m, se confond avec m, et la variation première obtenue en passant de 

la longueur de la droite mm’ à la longeur de l’arc curviligne mm! est 

nulle : la droite est bien sur la variété une ligne de longueur station- 

naire. Mais la condition qu’il n’y ait pas de torsion n’est pas nécessaire: : 
il suffit que la translation m' — m! soit normale à l'élément de droite 

mm’ pour que la variation première de la longueur soit nulle. Autrement 

dit, pour qu'une droite réalise une valeur stationnaire de la longueur, il faut 

et il suffit que la translation associée à un élément plan quelconque conte-. 
nant un élément quelconque de la droite soit normale à cet élément de droite. 

Si l’on veut que toutes les droites soient les plus courts chemins, il 

faut et il suffit que la translation associée à un élément plan quelconque 

soit normale à cet élément. Si n est supérieur à 2, cette condition peut 
être réalisée pour une variété avec torsion. Par exemple, pour rn = 3 
la condition revient à l'identité en &, nf : 


D ELA (En — Ent) + An (Ent — Et) + Anna (Ent — Ent)]= 0; 
on en déduit 


Q, = a[w*w*], Q, = alo w'], Q, = a[w'w?], 


a désignant un coefficient arbitraire. 


67. Si n= 2, les droites ne réalisent les plus courts chemins que 
si la variété est sans torsion. Comme exemple de variété avec torsion 
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signalons celui qui est fourni par une sphère, sur laquelle on convien- 
drait de regarder comme paralléles deux vecteurs issus de deux 
points infiniment voisins lorsque les angles qu’ils font respectivement 
avec les méridiennes (') qui passent par leurs origines sont égaux. 
Dans ces conditions, si l’on choisit en chaque point un vecteur- 
unité e, tangent au parallèle et un vecteur-unité e, tangent a la méri- 
dienne qui passent par ce point, on a 

; +e de,—o0, de, = 0, 
c’est-à-dire 

Og ==: 


En prenant pour coordonnées la longitude ¢ et la colatitude 9, on a 


»'=w,—Rsin§ dy, w? = we — Rd, 


par suite 


Q, = w, —=Rcos6[dôdo]— 2 [102], 


— U — 
2, =O, #0, 


PURE, Westend 
Dis HO = 0. 


La variété que nous avons ainsi définie est à courbure nulle, mais 
elle a une torsion qui se traduit par une translation dirigée suivant le 
parallèle. Si l'on appelle torsion en un point le vecteur obtenu en divi- 
sant par l’aire do d’un élément de surface la translation associée à cet 


élément parcouru dans le sens direct (qui amène €, sur e, par une 


—_ rotation de =) , on voit que la torsion en un point de la sphere est repré- 


S ‘ , x 10 . . 
sentée par un vecteur tangent au parallele et égal a x Elle est infinie 


aux pôles, nulle à l'équateur. 
Sur cette variété les lignes droites sont les loxodromies, qui font un 


Fa 


4 

angle constant avec les méridiennes. Les seules lignes droites qui réa- 
—…_ jisent les plus courts chemins sont celles qui sont normales en chaque 
A point à la torsion : ce sont les meridiennes. 

a. 68. Les triangles rectilignes sur les variétés à deux dimensions. — Con- 
—_ sidérons sur une variété à deux dimensions à connexion euclidienne, 
A ; | | | 


utes sur la sphère un système de méri- 


| 


(1) On suppose qu’on a défini une fois pour to 
“  diennes et de parallèles. 
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avec ou sans torsion, un triangle infiniment petit formé de trois seg- 
ments de droites. Appelons a, 6, ¢ les côtés de ce triangle; A, B, C ses 
angles. La courbure de ce triangle est évidemment le quotient de 
A+B+C—x par son aire (‘). Quant à la projection de ia torsion 
en A sur le côté AB, elle est, quant à sa partie principale, égale au 
quotient par l’aire du triangle de la longueur | 


c — acosB — bcosA; 


sa projection sur la perpendiculaire à AB est égale au quotient par la 
même aire de la longueur 
” asin B — bsinA. 


On voit que, si la variété est sans torsion, les formules de la trigono- 
métrie rectiligne 
c—acosB + bcosA, 
a b c 


sinA  sinB  sinC 
sont valables à des quantités près infiniment petites par rapport à l’aire 
du triangle. C’est du reste là un résultat classique dans la théorie des 
surfaces : on sait en effet, d’après Gauss, qu’étant donné un triangle 
géodésique infiniment petit, le triangle rectiligne (euclidien) qui a 
mêmes côtés a aussi les mêmes angles, à des quantités près infiniment 
petites par rapport à l’aire du triangle (?). 


69. Intégration des équations différentielles qui donnent les lignes 
droites. — Lorsque la torsion associée à un élément plan quelconque 
d’une variété à connexion euclidienne à n dimensions est normale à 
cet élément plan, les lignes droites sont les extrémales d’un problème 
de calcul des variations; les équations différentielles qui les donnent 
admettent un invariant intégral linéaire. Si le système de référence 
attaché à chaque point a été choisi de la manière la plus générale possible, 


(‘) En appelant courbure le quotient par l'aire de la rotation associée au contour 
du triangle. 

(2) Voir en particulier G. Darsoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, 1. W\, 
Chap. VII, p. 157; Paris, Gauthier-Villars, 1894. 
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ces équations différentielles sont 


et Vinvariant intégral est fo = fds. Si au contraire le système de 


référence a été particularisé en chaque point, l'invariant intégral est 
frs + Mots + Uno)”, 


en désignant par u; un système de 7x inconnues auxiliaires liées par la 


relation 
TH EU 


La recherche des lignes droites de longueur nulle donne lieu à des 
remarques analogues. Ici on peut se placer dans le cas des variétés à 
connexion métrique. Supposons, pour fixer les idées, qu’on ait 


les lignes cherchées sont données, comme ilest facile de le montrer, 
par l'intégration de on — 3 équations 
( w'—w—=0, or = 0, ae w= 0, 


(1) 
| wo) + w3= 0, Fr. ot + OS O; 


en supposant qu’on ait attaché à chaque point le système de référence 
le plus général possible. Or si l'on forme le covariant bilinéaire de 


w! — w?, on trouve, en tenant comple de l'équation w'— w°— 0, 


Coyle leer ole tete + 2 (AA) 1] 


el 
r= 


Saut Abe Mallet!) 


i=3 
1! en résulte que si l'on a 
(2) : 1. AS Apis i= (i=3, ses MDs 
les équations (1) définissent les caracteristiques de equation de Pfaff 


t— w? = Oe 


hr 
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Par suite, les lignes droites de longueur nulle sont les caractéristiques 
d’une certaine équation aux dérivées partielles du premier ordre. Si : on 
a particularisé en chaque point m le systéme de référence, elles s’ob- 
tiennent en réduisant à sa forme canonique l’équation de Pfaff 


— a o'+ U0? +...+U,0"=0, 


où les inconnues auxiliaires uw; satisfont à la relation 


u;jui= 0. 


Les relations (2) sont faciles à interpréter géométriquement. Elles 
expriment que si l’on considère un vecteur (&) de longueur nulle et 
un autre vecteur (n°) qui lui soit perpendiculaire, la torsion de l'élé- 
ment plan déterminé par ces deux vecteurs est perpendiculaire au vec- 
teur (£*). En écrivant que la relation (') 


Aigkle/nk — Wik) = 0 
est une conséquence des relations 
ble, én'=o, 


(n?— 4) 
3 


n . op 
on trouve un systéme de relations linéaires entre les compo- 


santes de la torsion; elles expriment qu’un certain tenseur formé avec 
les composantes du tenseur de torsion est nul. Si n = 3, on trouve, 
pour les expressions les plus générales possible de la torsion compa- 
tibles avec les relations (2), 


Q,= a[w*o*] + [0,0], 
2,=a[w'o'] +[o.0], 
= a[o'w?]+[o:0], 


en désignant par & une forme linéaire arbitraire en w', w?, w*, et 
par a un coefficient arbitraire. 


ee 
(') Nous trouverons cette relation et des relations analogues dans la seconde partie de 
ce Mémoire, lorsque nous étudierons le tenseur de torsion. 
(A suivre.) 


erty 


SUR LES 
SÉRIES DE TAYLOR QUI PRÉSENTENT DES LACUNES 


Par M. S. MANDELBROJT. 


INTRODUCTION. 


. Le premier exemple connu d’une série de Taylor, admettant le 
cercle de convergence comme coupure, est celui de Weierstrass : 


à arr!" 

n=1 
(a est un nombre positif et b un entier positif). Il jouit de cette pro- 
priété que la série a un nombre infini de lacunes relatives aux coeffi- 
cients. Différents auteurs ont démontré qu’une telle propriété, conve- 
nablement précisée, suffit pour que le cercle de convergence soit une 


coupure. 
Étant donnée une série entière 


. (ER Sad" 


n=1 


M. Hadamard a démontré que le cercle est une coupure si l'expression 
uti © reste supérieure à un nombre positif fixe. M. Borel a étendu 


n 


5 ue LY — 6} : AA à as < 
cette conclusion au cas ou u+t— © cotisfait à la meme condition. Enfin 


Cn i 
M. Fabry a établi un résultat tres général, dont un cas particulier est 
le suivant : Le cercle de convergence est une coupure Si | 


lim (Cu+1 — Cn) = © ie) 


(1) Pour la bibliographie, voir Hapamarp, La série de Taylor et son prolongement 


analytique ( Scientia, n° 42). 
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Tout récemment, M. Ostrowski (‘), en étudiant un problème relatif 


à l'extension en dehors du cercle de convergence du domaine où une 


suite 
Sas Su, tees Su: ... 


122 
. 
So > An Le 


n=l 


converge uniformément, a donné quelques relations entre la conver- 
gence de la suite S,, pour les points réguliers de la fonction 


f(z) ay az" 


n=0 


autres que les points intérieurs du cercle de convergence et l'existence 
de lacunes pour la série 
> Gare 


n=1 
A cette occasion, M. Ostrowshi présente un exemple d’une série 
prolongeable en dehors du cercle de convergence, quoiqu’elle ait des 
lacunes, dont la largeur croit infiniment (étant donnée une série 


An 
D FA 


RS 


on nommera largeur de lacunes la différence À,,, — à). 
On voit donc qu’étant donnée une série 


V(r) =} ana 


n=1 
qui a des lacunes (relatives aux coefficients), le cas où 


lim (An+t— An) = 00 


(1) Abh. aus dem Mathemat. Seminir der Hamburgischen Universitat, Band 1, 
Heft 3-4, 


yee 


mn 


ER PR TR 


~ 


TEES 
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nest pas le seul où lon puisse donner des renseignements sur la 
nature de la fonction Lx). 

M. Fatou (‘) a énoncé un théorème très élégant, démontré par lui 


pour un cas spécial, et par MM. Hurwitz et Polyà (?) pour le cas 


général : 
On peut, dans la série 


= 
; An x", 


n= 


s signes d'une infinité de coefficients, de manière que la 


rie admette le cerele de convergence comme coupure. 
t strictement lié à celui que les séries qui ont des lacunes 
ditions admettent le cercle de convergence 


changer le 
nouvelle sé 

Ce fait es 
satisfaisant à certaines con 


comme coupure. 
En effet, supposons que la fonction 


æ 


faey= > aux" 


n=1 


(1) 


rgence un seul point singulier. Soient 
ondant aux termes de la série (i), 
lle série obtenue par cette 


admette sur le cercle de conve 
‘la suite d’indices corresp 


Nys Nyy ..., n; 
dont on a changé le signe, pour que la nouve 


opération 
> ay an (an =— An) a = dasi n Fe ni) 
“n=l 
admette le cercle de convergence comme coupure. On voit que 


a eo 


2 
à 
> a, a= Ÿ a, a 2) An, Li 


n=1 i | i= 0 


et la série 


1) Acta mathematica, t. 30, p. 335. 
(2) Ibid, t. 40, p. 179: 
27% 
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qui a des lacunes, admet le cercle de convergence comme coupure. 
Dans les exemples cités plus haut (à l'exception du dernier), c’est 
la croissance de la largeur des lacunes qui joue un rôle important. On 
est tenté de croire que cette condition, relative aux lacunes, qui pour- 
rait donner des renseignements sur la nature de fonctions correspon- 
_dantes n’est pas unique. L'exemple formé par le théorème de M. Fatou 
permet de le prévoir. On peut donc se poser le problème suivant : 
Chercher une liaison entre la nature et le nombre des singularités de la 
série 
9(2) > An Tha 
n=1 
(les a, étant quelconques) et la croissance de la suite Ap. 

C’est le probléme principal que j’aborde dans les pages qui suivent. 

D'autre part, il existe quelques théorèmes qui se rattachent à l'étude 
des singularités d’une fonction, obtenus en considérant les coefficients 
de la série entière comme une fonction de leur indice (*). Je mon- 
trerai que, des résultats que nous allons obtenir, on peut tirer une 
proposition se rapportant au même sujet. 

Enfin, d'après la définition classique de Weierstrass pour la fonction 
analytique, les points singuliers isolés d’une telle fonction sont en 
général des points de ramification. | 

Si la fonction représentée par la série 


2 
+ a,x" 


admet sur le cercle de convergence un pole d’affixe 2,, la multiplica- 
tion de chaque coefficient a, par un facteur T(2) suffit pour que Ja 
série transformée 


daz [an =a,T(n)] 
n=0 
admette le point 2, comme point critique. 
(1) Voir, par exemple, Le Roy, Sur les points singuliers d'une Jonction définie par un 
développement de Taylor ( Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 127, p. 949). 


a 


Sac ae 
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Dans une Note, j'indiquerai une opération sur les coefficients per- 
mettant de transformer un point isolé quelconque sur le cercle de 
convergence en un point critique. 

En traitant cet ordre de faits, je serai amené à examiner des pro- 
blemes qui s’y rattachent. 

J'exprime ici mes vifs remerciments à M. Hadamard, qui a été le 
premier à s'intéresser à mes recherches dès mon arrivée à Paris. 

Je remercie très chaleureusement M. Henri Lebesgue de l'accueil 
bienveillant qu'il a fait à mes Notes en les présentant à l’Académie des 
Sciences, et pour les conseils très encourageants qu'il m’a donnés. 

Mais je suis surtout reconnaissant à mon cher maître, M. Paul 
Montel, qui s’est intéressé très vivement à mes recherches, m’a donné 
des conseils très précieux et m'a consacré beaucoup d'heures -pour 
suivre mes démonstrations et faire des remarques trés utiles. 

Je suis heureux de pouvoir exprimer ici ma reconnaissance pro- 
fonde à mon frère Calel Mandelbrojt, qui n’a épargné aucun effort pour 
m’initier à la vie scientifique dès mon enfance. 


CHAPITRE I. 
1. Dans les numéros suivants, je me propose d'étudier la dépen- 
dance qui existe entre la nature des singularités sur le cercle de 
convergence d’une fonction, représentée par une série entière 


oe 
Sane, 


n=1 


et la croissance de la suite des Ag, en supposant que cette série admette 


des lacunes relatives aux coefficients. 
- Au premier abord, je suppose qu'il y a une infinité de lacunes dont 
la largeur augmente infiniment, et j'envisage le cas le plus général, 


à savoir : 
Étant donnée la série 


ed An an, 


n=1 


Ann. Ec. Norm., (3), XL. — DécENBRE 19236 
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je suppose qu’il existe une suite de d,, 


Nay An Peres Anis et LÉ 


salis faisant a la condition 


(1) | lim (An-+1 — An;) = ©: 


Je vais démontrer que la série 


Saw 


n=1 


a sur le cercle un point singulier au moins qui n’est pas un pôle. 
Je rappelle quelques résultats dus à M. Hadamard (*), qui sont néces- 
sairés pour la démonstration : 
Étant donnée une série entière 


(x) ES an x” 


n=1 


dont les seules singularités sur le cercle de convergence sont des 
poles, on peut toujours trouver un polynome 


P(x)=1+A.(x)+...+ Ap x? 


de degré égal au nombre des pôles situés sur ce cercle (?), et tel que 
la série 


(a) D baxn= p(x) P(x) 


n=1 


admette un rayon de convergence supérieur a celui de la série pCæ). 
Les coefficients de la série (x) sont donnés par la formule sui- 


vante : 
bnp = An+p + he Am+p—-1t eee Ap am, 


(1) Thèse, Essai sur étude des fonctions données par le développement de Taylor, 
1892, p. 19-25. ' 
(?) On compte chaque pôle avec son degré de multiplicité, 


¥ 


all à dr à Lo YEN UNE 
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. a ré. 
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d'où l'on tire légalité 


An CU TES ne +-p —1 btp ami OBO Am+p 


Don lr ; 
2p — Sal pete 
Am+p Am+2p—-1 bn+2p Am+p Ain-+2p 


Les b étant les coefficients d’une série dont le rayon de convergence 


est plus g grand que celui de (x), on voit que 


——— Ls = D I a 
lim V | On+il <5 (EP; CHOICE 2P), 


m= eo 


D 


o étant le rayon de convergence de la série Y(a). On a d’autre part 


Tim Tant => (731, 2,00, AP MP 


m—=e 


On constate donc que 
| sn I 
lim ¥ [Dpt Sper (ys 
En tenant compte d’une identité relative aux déterminants et leurs 
mineurs, à Savoir 


2 2 
Dyn41,p—1D m—1,p-1 ji D,p—1 = D m—1,p)m,p—2 


M. Hadamard démontre aussi la réciproque. Supposons que, pour cer 


taines valeurs de P, | 
| | jim VI Din,p | 


mae 


; soit p la oie petite de ces valeurs, et +> a la 


soit moindre que ri; 
limite supérieure gereenrenntas®s Par hypothese, la limite supérieure 


de ‘V|Dn A | est = 1. M. Hadamard démontre alors qu 
cercle de RE p pôles, et les autres singularités les plus 
proches sont sur le cercle de rayon of. | 


il y a sur le 


(2) P. 431-432. 
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Au cours de cette démonstration, on constate que 


_ rer 
Jim ¥ kDa pal = 


man p? 
régulièrement. 
C’est précisément le résultat qui jouera pour nous le rôle impor- 
tant. c 


On voit, en effet, que si les seules singularités sur le cercle de 
convergence d’une série 


> An a" 


x n=0 
sont des pôles en nombre p, les quantités NID tendent régulière- 
ment vers la limite at 

Il est maintenant facile de démontrer le lemme suivant : 


Si, dans la série entière 
us. 
n=i 


il y a une infinité de ,, tels que | 
dut ch An,” k, 


la fonction représentée par la série 


a. 


admet au moins k+ 1 pôles sur le cercle de convergence, ou bien elle a, 
sur ce cercle, des points singuliers autres que les pôles. 


Il suffit, pour la démonstration, de former les déterminants Dust 
successivement pour 


pr ip ='a; HR PEN: 
et pour 


m=An,+1 EEE NE Ÿ 


En effet, on voit que les premières lignes (et premières colonnes) 


NL. 
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étant formées de termes tous égaux à zéro, les déterminants sont nuls. 
Aucune des valeurs | 


V | Din pt (p=}, D ire k) 


ne tendra régulièrement vers = (quand m tend vers l’infini). 

Notre lemme est donc démontré. 

On démontre le théorème énoncé au commencement en remarquant 
qu'il ne peut y avoir sur le cercle de convergence # pôles (& étant 
quelconque) sans qu’il y ait d’autres singularités. 

Remarquons que pour # =1 le lemme précédent coincide avec un 
cas particulier d’un théorème traité par M. Soula (‘) sur les points 


principaux. 


9. M. Ostrowski a énoncé le théorème suivant : Si la suite 


San? ae ee Shay ES 
où | À 
Fe. mn T 
m=1 


domaine connexe, qui contient dans 


converge uniformément dans un 
du cercle de convergence et d’autres 


son intérieur les points intérieurs 
points extérieurs a ce cercle, alors la fonction 


wo=d Anx", 


n=1 


de rayon de convergence R, peut étre représentée par une somme de 
deux séries, dont l’une a un rayon de convergence supérieur a R, et 


l’autre possède des lacunes telles que 


Ant 
+ >14 0. 


On voit done que dans l'hypothèse du théorème de M. Ostrowski, il y 


(1) Thèse Soura, Sur la recherche des points singuliers de certaines fonctions définies 


par le développement de Taylor, 1921. | 
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a sur le cercle de convergence un point singulier au moins qui n'est pas 
un pôle. j 


3. Le théoréme que nous allons démontrer maintenant est une 
application du lemme précédent. | 

Précisons d’abord quelques définitions. f(t) étant une fonction 
réelle d’une variable réelle ¢ définie dans un intervalle quelconque, 
nous dirons que la fonction / (4) devient infinie en un point £,, si l'on 
peut trouver une suite de t; 


tendant vers ¢, et pour lesquels 


lim | f(t) | = 00. 


Si f(t) est une fonction imaginaire 
S(t) =filt) + tf2 (2) 


(la variable ¢ restant réelle) on dira que la fonction /(¢) devient infinie 
pour la valeur £,, si l'une au moins des deux fonctions /,(2), f,(e) le 
devient pour 4,. 

Soit alors /(t) une fonction imaginaire de la variable réelle définie 
pour tout l’axe positif et périodique de période «= 2w incommen- 
surable. Supposons que dans un intervalle de longueur « la distance 
entre deux points quelconques pour lesquels la fonction f(z) devient 
infinie ne soit jamais égale à un nombre entier; nous supposons aussi 
que 

M> lim Vif (m)] >1. 
! 
Soit p = E(w) (‘). Je vais démontrer que la fonction représentée par 
a série 


Diaz". 


a=t 


(1) On désigne par E(«a) le plus grand entier inférieur a a. 
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ou bien admet au moins p + 1 pôles sur le cercle de convergence, où bien 
a, sur ce cercle, des points singuliers autres que des pôles. 

Considérons un intervalle (a, a+ 2w). 

A un point quelconque 0 de cet intervalle correspondent une infinité 
d’homologues que l’on peut représenter par la suite (') 


mi + Ni: Ma + No: erry Mit Ni» eonege 


m; étant entier et o £m: <1. On dira que m+ 4; est l'ame homologue 
de 0. 


| Comme à = 2 ést incommensurable, on voit tout de suite que 
Nas Nk si PAR: 


Tous les nombres n;sont situés dans l'intervalle (0, 1) et ils admettent 
au moins un point limite n. 
Soient 
Dis Miss ses Mis 
des valeurs de n; qui tendent régulièrement vers n: 
Étant donné un nombre positif, arbitrairement petit, 0, on pourra 
trouver un indice n, tel que pour n > 7, on ait 


| (mi, ni,) — (mi, + 2) I< 0. 


De même, i," homologue d’un nombre quelconque c+ 0 situé 
dans l'intervalle (a, a + 2) se trouve dans le même voisinage d'un 
nombre situé dans l'intervalle (?) 


CARTON, En + a — 0, m+ +a+ 20 — 4) (n> Ro). 
Soient Na» Natl» see Nat S (*) les entiers situés dans l’inter- 
valle (A,); N, N+1, +++) N-+S (*) les nombres de l'intervalle 
(1) On ne distinguera pas les nombres de points qui leur correspondent. 
(2) C'est-à-dire que l'on a 


| Ung in €) — (me + c)|< ô. 


(3) $ étant un des trois nombres suivants 2p —1, 2, Où 2p +. 
(+) N n’est pas nécessairement entier. 
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(a, a + 2w) satisfaisant à l'égalité 


N—O—=N,—N,  (Ni,=mi,+ ti, )- 


Dans l'intervalle (a, a + 2w) il y a par hypothèse un seul point au 
plus de la forme N +r(r =o, 1, ..., S) pour lequel la fonction f(t) 
devient infinie. : 

On peut donc diviser l'intervalle (a, a + 2w) en deux segments; 
l’un au moins de ces segments ayant la propriété, que dans le voisi- 
nage assez proche de chaque point d’abscisse N + r situé à l’intérieur 
de ce segment | f(t)| soit borné supérieurement; la longueur de ce 
segment n’est pas inférieure à w. 

Le nombre de ces points est au moins égal à E(w) = p. Supposons 
que ces points soient les suivants : 


N, N+1, ..., N+p—. 


On voit maintenant très facilement que pour n assez grand, on a les 
inégalités suivantes : 


(1) LAON) Mor [F(Na+1)1< Mo, «ee, LF (Nn + —1)|< Mo, 
etalors 
fim “VT/(Na)] $1... Tim" VTF(N Fp] St. 
Par hypothése 


fim VIF(@)T>1, 
le cercle de convergence de la fonction 


Spiny 


est donc inférieur à 1, et l’on voit alors que pour caractériser les sin- 
gularités de notre fonction sur le cercle de convergence, il n’est pas 
nécessaire de tenir compte des termes dont les coefticients sont les 
valeurs qui entrent dans les inégalités (1). | 


NP re 


sf. Mis à 


<n. 


F 
| 
‘ 
É 
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Il nous reste donc la série 


SLO n) on, 


n=1 
A, étant tel qu’il y ait une suite 


res pee eee À 


+ 
? 


satisfaisant à la condition 
Anja a > P: 


Notre théorème se ramène donc au lemme démontré plus haut. 


. 4, La condition (1) (n° 4) ne peut pas donner de renseignements 
sur le nombre des points singuliers sur le cercle de convergence. On 
peut en effet construire une série 


n=1 


qui a des lacunes satisfaisant à cette condition et qui, pourtant, repré- 
sente une fonction n’ayant qu’un seul point singulier même dans le 
plan tout entièr. D'autre part, il suffit d'annuler, dans une telle série, 
un nombre infini de coefficients pour que la nouvelle série admette le 
cercle de convergence comme coupure. 

Afin de construire notre exemple, il est nécessaire de rappeler un 
théorème dû à M. Leau ('). VIS 

La fonction | 


F(z)=D a(”)2", 
n=1 
où g(t) est une fonction entière d'ordre inférieur à 1, n’a, dans tout le 
plan, d’autre point singulier que le point d’affixe 1. 


x 


Soit une série convergente à termes positifs 


Et Es+Es+...+ ET... 


epee Wiis LOU a 
(1) Leav, Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. 5, 1899, p. 409-110. 


inn. Fe. Norm., (3), XL. — DÉCEMBRE 1925. 54 
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Dans chaque série convergente ( A, ) 


I my 1 : 
(A,) Teen Fi" VTT le 
1 i Pate ins + 
(A2) gr mé Ta 
I i 
(Az) 


© ++ ————— +..., 
(a+ A) oe 7 (n? 4+ k)* 


ou ~< S <1, supprimons les 24— 1 premiers termes, n, étant suffi- 
samment grand pour que la somme des termes restants soit inférieure 
À Exe | 

La série formée par les termes 


(ie (Ye 


4 


et les termes qui restent dans les séries 
(An) Ce iano, ea) 


est une série convergente. On peut done former une fonction 
entière g(z) d’ordre inférieur à 1, admettant comme zéros les points 
Waffixes 

(eg Ha) (Ar) th ayo. 4 no, mile fg = NYS 


la fonction 


3 à 
F (0) à ga)" 
n=1 

admet, d'après le théorème de M. Leau, le seul point singulier 1. 
D'autre part, les coefficients g(r) satisfont à la condition (1) relative 
aux lacunes, c'est-à-dire qu’il y a des lacunes dont la largeur augmente 
infiniment. [On voit, en effet, que pour un entierm > 2, (k=1, 2, -..6p) 4 
ona \ 


g(mt)-=0, : g(m?+1)=0, 0 SMF + p) =a, 


et la largeur de ces lacunes augmente avec m|('). 


(1) M. Faber (Ube! Potensreihen mit unendlich vielen verschwindenden Koeffizienter 
1906) donne un exemple d'une série entière qui a une infinité de lacunes infiniment crois- 
santes et qui admet un seul point singulier sur /e cercle de convergence, mais pour laquelle 


4 
4 
4 
é 
3 
; 
"7 
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5. Il est intéressant, pour les résultats à venir, de faire la remarque 
suivante. 
Supposons que, dans la série 


n=) 
les lacunes dont la largeur augmente infiniment soient les seules 
lacunes, c’est-à-dire que les seuls coefficients qui s’annulent soient 


ceux dont les indices se trouvent dans les intervalles 


(Aas Â;+1) (c= 1,2, .: ), 


les extrémités étant exclues. 

Supposons, en outre, que l’on puisse choisir les a, de telle manière 
que la fonction représentée par une telle série n’admette pas le cercle 
de convergence comme coupure (c’est le cas de l'exemple construit 
dans le dernier numéro). 

Alors la série >? b,x, où les A, forment la suite des entiers qui ne 
figurent pas dans la suite A,, satisfait à la mème condition (1) relative 
aux lacunes. 

Il suffit, pour le vérifier, de rappeler un cas particulier d’un théo- 
rème de M. Fabry. 

La série VS a,x" admet le cercle de convergence comme coupure si 


lim ae ee An) =), 
p étant fixe ('). 
Soient en effet À, les indices satisfaisant à la condition (1), on à 


donc y À 
Tima ( A+ «4 RE =F, 


si tous les A, jouissaient de cette propriété [c'est-à-dire si les À, 

RE RER  eeeeeeee 
e ; M. Faber suppose (sans donner la preuve) 
cercle de convergence des points singuliers 


SE 


la lemniscate | X(X + 1) | = 2 est une compur 
que, pour que la série puisse admettre sur le 
isolés, il faut avoir lim A Se o [n(v) indiquant le nombre de coefficients non fule 

Y= © ‘ 
appartenant à la puissance d'ordre = 


point singulier dans le plan entier. | 
(1) Fasay, Annales scientifiques det École Normale supérieure, t. 13, 1896, p- 381-382. 


y]. Dans notre exemple on voit précisément un seul 
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pouri=1, 2, ... prennent toutes les valeurs À, (n=1, 2, ...)}, le 
cercle de convergence serait une coupure; il y a donc une suite 
À, (/=1, 2, -..) telle que ‘ 


an F 0; Xnj+1 i 0; nee Anj+k A oO. 


Or, d’après le théorème de Fabry rappelé plus haut, 4; ne peut pas 
être borné supérieurement, et notre remarque est vérifiée. 

On voit done que la condition (1) relative à la suite de A, donne 
quelquefois les mêmes renseignements sur la nature des singularités 
sur le cercle de convergence de la série 


o 


n te 1 n=! 
et la série 


» b,x - 


6. Cette condition (1) suffit pour conclure à l’existence, sur le 
cercle de convergence, d’un point singulier au moins qui n’est pas un 
pôle. Mais, a priori, il peut aussi exister des pôles sur ce cercle. D'où 
l'utilité de la proposition suivante : 


Appelons deux suites À, et À, qui donnent par leur réunion l’en- 
semble de tous les nombres naturels, les suites complémentaires à, et [he 
S'il existe une série 
Sanz 
n=1 


représentant une fonction qui admet un seul point singulier, sur le cercle 
de convergence, la série 

>» b,x, 

n=1 


où les 6, sont quelconques, n'a pas de pôles dont la partie principale se 


réduise a un seul terme ——~2—_. 
(%y— x}? 


En particulier, il n'y a pas de pôles simples sur le cercle de convergence. 


< de 
w 


- 
1 
: 
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Cette dernière proposition sera établie plus loin, comme conse- 
quence d’un autre théorème. 


CHAPITRE Il. 


7. Considérons maintenant une série 


admettant des lacunes telles que, pour une suite de À,, on ait, 


mio ae 
lim Zit! =o. 


i i= = Hi 
Cette condition qui est un cas particulier de la condition (1) (n°1) 
envisage un cas spécial qui doit son intérêt au théorème suivant de 


M. Ostrowski (') : 
Si la série de rayon de convergence I 


Tri Yann 


n=1 


admet une infinite de lacunes telles qu'il y ait une suite d’indices satis- 


faisant a la condition 


a) 

limit =e 
} > 
#4 


alors la somme de /(x) 


Hi 
= : 
— hk 
dns D RER 
1 


converge en chaque point régulier de f(x), et uniformément dans 
chaque domaine intérieur a la région d'existence de la fonction f(x). 
La fonction /(æ) est donc uniforme dans toute la région d’existence 
(simplement connexe) et sa surface de Riemann a une seule feuille. 
Pour plus de commodité, on désignera ce théorème par la lettre (A). 


RL D Rene CR nes rie ee 


(1) Abhandlungen aus deuss Mathem. Seminar der Hambur Univ. Band I. Neft 3-4. 
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M. Ostrowski donne immédiatement un exemple d’une série satisfai- 
sant à la condition indiquée et prolongeable au delà du cerclé de con: 
vergence 


Pa 104 10k . 
2,10" - ju 
& 010% Vv (+ 19 5) 
& ee 
> | ni 
f=1 RE 


Le théorème de M. Ostrowski va nous conduire à la proposition sui- 
vante : 
Si la série 1 
d(æ) =Za, zx!" 
admet des lacunes telles que, pour une suite de h,,, on ait 


| 1 
lim “*' — x 


i= = ‘ay 


les seules singularités de la fonction représentée par cette serie sont des 
continus non bornés. 


Pour la démonstration je rappelle le théorème suivant, tiré de la 
théorie des ensembles. 

Soit E un ensemble borné, parfait et partout discontinu, on peut 
(racer une courbe entourant un point quelconque P de E dont aucun 
point n’appartient à l’ensemble et qui est tout entière contente dans 
un cercle de centre P et de rayon arbitrairement petit ("). 

On généralise cette propriété de la manière suivante : soit F un en- 
semble contenu dans E et tel que tout ensemble contenant F et contenu 
dans E soit discontinu, on peut alors entourer F d'une ligne 6 ne con- 
tenant aucun point E, il y a même un canal autour à qui ne contient 
pas de point de E (*). 

Je désignerai ce théorème généralisé par la lettre (B), el j'indi- 
querai, par la notation (C), le théorème de Weierstrass sur les séries 
de fonctions holomorphes dans un domaine fermé et convergentes 
uniformément sur le contour. 

Sn lens eS OTe ne lil eT ee ee 

(1) loir DP. Monten, Lecons sur les séries des polrnomes, p. 1-7. 


(*) Loc. cit. (c'est dans ces lecons qu'on trouvera aussi la définition des notions 
emplovées ici). 


aoe: 


3 
4 
- 
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Revenons à la démonstration de notre proposition. 
© On ne restreint pas la généralité si l'on suppose le rayon de con- 
vergence égal à 1. : 

D'abord il n’y a pas de points singuliers isolés : ce fait résulte des 
théorèmes (A) et (C). Done l’ensemble E de points singuliers de la 
fonction )(a) est parfait. 

Soit P un point de l’ensemble E; entourons-le d’une courbe quel- 
conque, par exemple, un cercle K, de rayon R. L'ensemble F, formé 
par les points de l'ensemble E qui se trouvent à l’intérieur du cereleK, 
et la circonférence K elle-mème, est un ensemble parfait (il est aussi 
borné), puisque chaque point de l’ensemble E qui se trouve à l'inté- 
rieur du cercle K est encore une limite, c’est évidemment aussi le cas 
pour les points qui se trouvent sur la circonférence de K. D'autre part 
chaque point limite de l’ensemble E est situé ou bien à l'intérieur 
de K, ou bien sur K, il appartient donc, lui-même aussi à l’en- 
semble F. 

Je dis que cet ensemble est un continu. Ce fait se ramène au suivant : 

Chaque sous-ensemble F, de l’ensemble F est contenu dans un 
ensemble continu F,, contenu lui-même dans F. 

Cette proposition se démontre facilement. 

Si aucun ensemble F, (contenu dans F et contenant F, ) n'est con- 
tinu, on peut appliquer le théorème (B), on pourrait donc entourer 
l’ensemble F, d’un canal ne contenant pas de points de F. Les theo- 
rèmes (A) et (C) montrent que cela est impossible. 

Done F est un continu. Deux points quelconques de F étant donnés, 
par exemple un point P, a l'intérieur du cerele K et l'autre P, sur la 
circonférence, on pourra former une chaine correspondant à un 


nombre e(les côtés du polygone sont inférieurs à e) et qui joint les 


deux points. 
Partons d’une suite £; de nombres positifs 


qui tendent vers zéro. 
A chaque nombre &; corr 
polygone joignant P, et P:. 
Soit T, le premier sommet (en p 
2E* 


espond un ensemble fini. de sommets de 


artant de P,) correspondant à £;, 
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qui est sur la circonférence de K (il peut ètre le point P, ). L'ensemble 
dérivé de la suite de points T;(¢ — 1, 2, ...) est situé sur le cercle K; 
soit 8 un point quelconque de cet ensemble dérivé et ¢,(7 = 1, 2, ...) 
les €; qui correspondent à ce point (T, est la suite des T; qui tend 
vers 6). A chaque ¢, correspond un polygone dont les sommets sont 
à l’intérieur du cercle K. G étant l’ensemble de ces sommets, cor- 
respondant à tous les &,(7 = 1, 2, ...), soit G’ le dérivé de cet en- 
semble. 

Or, d’après un théorème de M. Zoretti, l'ensemble G’ est un con- 
tinu (*). 

En remarquant que le rayon du cercle K est arbitraire, on arrive à la 
conclusion annoncée. 


CHAPITRE III. 


8. Nous allons maintenant démontrer un théorème plus général que 
celui du n° 4, et qui peut être regardé comme une transition entre ce 
théorème et celui du n° 7: | | 


Étant donnée une série entière 


p(æ)= p> a,x, 
LES | . 
de rayon de convergence égal à un et dont les À, sont tels qu’il existe 


une suite | 
PIAL EM hie aie th 


satis faisant à la condition 


(1°) lint(An,41— 2? Ap.) = ©, 


où p est un nombre naturel, je dis que la fonction 3(x) ne peut pas étre 
mise sous la forme 


| _ _pi(æ) 
(A) LE 6 à 
[P(z)p+1 
RS D ES mt mr 
(1) Voir Zonerri : Sur les fonctions anal) tiques uniformes qui possèdent un ensemble 
parfait discontinu de points singuliers (Journal de Liouville, 1905, p. 8). 
On pourrait aussi démontrer notre théorème en tenant compte d’un résultat de 


H. Monet (Sur les suites infimes de fonctions, 1907, p. gt) en le complétant éonve- 
nablement. 
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où 9, est une fonction régulière dans un cercle de rayon supérieur a un; 
P(x) est un polynome de la forme 


P(x) = (a2 —2,)"\(v — 2)... (0 — ZR)” [xj | = 1, (1, 2, «+ 4). 
v, sont des nombres entiers positifs, et q un entier quelconque CR 


Le théorème reste vrai si l’on substitue dans (A) au lieu depun 
entier non négatif quelconque inférieur à p. 

Si l’on prend p = 0, on retombe sur le théorème du n° 1. 

En remarquant que l'inégalité 


Anitt oP +e 
+ 


* 


pour i assez grand, entraine la condition (1°), on voit que la condition 


PTE 
lim 2! = 


ni 
est un cas limite de la condition (1°), car la derniére est alors satis- 
faite pour p quelconque. 
Pour la démonstration du théorème annoncé, mettons la série o(x) 
sous la forme 
(2) = San an >; aitu, 
n=1 m=0 = 
a\)}=a,, pour mA; (nt, 2 nl) 


a=» pour mb. 


Désignons par a, les coefficients de la série qui représente [9(~)]’, 
et, en général, par a, les coefficients de la série qui représente 
HOE HO 

Désignons, d’autre part, par (a) le plus grand entier inférieur ou 
égal à a, a étant un nombre positif quelconque et par [a] le plus petit 
entier supérieur ou égal à a; sia est entier, on a(a)=[a]= a. 

(1) Si la fonction (x) est multiforme, c'est la branche définie par la série S402 

n=1 


qui jouit de cette propriété. 
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On a évidemment 


(3) 1) ath) 
a = al) alle cae ia a 1s MES a, 
& : 


AR = AS dee, à Pi eV lea Te re AE Var "ys 


En profitant de la condition (1°) on voit que, pour z assez grand, ona 


s étant aussi grand qu’on le veut. 
Par suite, en vertu de la première relation de (B) on voit que, pour? 
assez grand, ona 


En effet on voit d’aprés les relations (B) que pour former 


ai?) CARE ere 


An; +h 
il faut prendre les sommes 


a, [4 ]o+(2 ea ra rie? |e autel +... + ay) hao’ 


Or ves sommes sont toutes égales à zéro. On voit donc que la série 


Lette Saipan, 


m=0 


satisfait à la condition (1) du théorème du n° | 


(') Sim est pair ona [| = (=) et il faut remplacer les deux termes (2th 


/ Lan: 
| | mx ») par un seu fe 


«à 


Der 


a SE 


i D Le 


wate 


wa a {NS 


‘ 


4 
4 
(1 
“al * 
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_ En reprenant le raisonnement p fois et appliquant toutes les rela- 
tions (B) pour r= p +1, on peut conelure que la fonction 


oo 


[o(x) pus bs ap+ 1) ym 
mao 

satisfait à la condition (1) du n° 1. 

au . , . 5 es . r} ° 

D'autre part si l’on supposait l'égalité (A) satisfaite, la fonction 

4 4 1 

[o(æ)]”*" n'aurait sur le cercle de convergence que des pôles, ce qui 
est impossible, en vertu du même théorème du ni? Ds 


CHAPITRE IV. 


9. Dans les numéros précédents, on a vu que la condition (1) (p. 418) 
relative aux lacunes ne suffit pas pour nous renseigner sur le nombre 
des points singuliers de la fonction situés sur le cercle de conver- 
gence. 

D'autre part, on a vu que, étant donnée une série qui a des lacunes 


æ 


_ 
v (xv) = > An un 


nai 


avec des a, quelconques, et la suite complémentaire À,, la suite À, 
peut donner quelquefois des renseignements sur les singularités de la 


fonction Ÿ(æx). 
C’ést cette voie que nous allons suivre pour obtenir quelques indi- 


cations sur le nombre de points singuliers d’une fonction représentée 
par une série de Taylor qui a des lacunes. 


10. Rappelons le théorème fondamental de M. Hadamard sur la 
multiplication des singularités : 
Soient les deux fonctions f(x) et ¢(#) définies par les éléments 
f(t) = RH UE Heo a‘ 
O(a) bya bit +... 


les rayons de convergence de ces deux séries étant respectivement 
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et R’ non nuls, la fonction F(z) définie par l'élément 


(1) F(x) = ay bo+ a,b, 2 +... + and" +... 


ne peut pas avoir dans tout le plan d’autre point singulier que les pro- 
duits «8, a désignant l’affixe d’un point singulier de f(x) et 8 l’affixe 
d’un point singulier de 9(z) (‘). | 
Comme d'habitude, nous désignerons par H[ f(z), 2(x)] la série et 
la fonction correspondante définies par l'élément (1). 
Nous dirons qu’une série 
n=1 


dont les coefficients non nuls sont égaux à 1, est une série de la 
classe (A), si elle peut être complétée par l'introduction de termes de 
coefficients quelconques correspondant aux puissances qui y manquent 
de façon que le cercle de convergence reste le cercle de rayon un et 
que la fonction représentée par la nouvelle série admette le point d’af- 
fixe 1 comme point régulier. | 

On aperçoit que si l’on supprime, dans une série de la classe (A), 
un nombre quelconque de termes, la série restante est encore de la 
classe (A). . 

On peut alors démontrer la proposition suivante : 

Si la série 


est de la classe (A), la fonction © 


Y(z)=Ÿ aa, 


n=1 


dans laquelle les a, sont arbitraires, possède sur son cercle de convergence . 


au moins deux points singuliers. 
Supposons, en effet, que (a) n'ait qu'un seul point singulier d’af- 
fixe x, sur le cercle de convergence. 


(1) HapamarD, Un théorème sur les séries entières (Acta mathematica, 1.22, 1898). 
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Soit 
o(x) a? bien (b,,=1 pour m—=),) 
m=t1 


la nouvelle série obtenue en completant la série 


ea 
n=l 


et soient 8 les points singuliers de la fonction 9(~). 
L'opération H(4, 9) ne change pas la fonction primitive }(2). 
D’autre part les seules singularités, sur le cercle de convergence, de 


la fonction H[L(x), g(æ)] sont données par les produits æ,6. 

On aboutit donc à une contradiction, puisque &,6(B #1) mest 
jamais égale à x,. Notre proposition est donc démontrée. 

La remarque suivante nous en fournira des exemples. 


Soit une série 
= He = > an Th 


telle que la suite 
Key day, = 2 ATOME 


ne contienne qu’un nombre fini de multiples d’un nombre premier p. 
Dans la série (1), supprimons les 7, premiers termes pour que la 


série 
fi(zy= dae 
n=Notl 
n’admette pas d'indices multiples de p. Les singularités sur le cerele 
de convergence de cette série sont les mémes que celles de la série (1). 
Regardons maintenant la série 
1 n 
12 1 — æP => ae 


n=0 


singularités sont des poles simples d’affixes 
LT 2(p—1yit 
Pe IED Pe abies NEE 


dunt les seules 
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La partie principale du pôle d’affixe 1 est égale a rite et Pon 


voit facilement que l’on peut former la série 


a) saan Sern Beene hee he 


n=1 n=! n=0 


qui représente une fonction holomorphe en 1 et de rayon de conver- 
gence égal à 1; en outre, les coefficients correspondant aux puissances 
A, (nN =n, +1, n, + 2, +.) sont égaux à 1. La série 


x 
4 
Y bn 2" 
n= 


est donc celle-ci qui est obtenue en complétant 


x 
D an 


n=np+1 


qui est une série de la classe (A). 

D’après notre théorème, la série (1) a, sur le cercle de convergence, 
au moins deux points singuliers. 

De plus, soit.x, un point singulier de la série 


sur le cercle de convergence; je dis qu’il v a, sur le rercle de conver- 


2mik 
gence, au moins un point singulier d’affixe æ,e ” , m étant un des 
nombres 1, 2, ..., p—1. 
En effet, la série (3) admet les points d’affixes 


ES 2(p—hit 


? 
rae «eg eel? 


comme seuls points singulicrs; les seuls points singuliers possibles 
sur le cerele de convergence de la fonction 


Hie), o(x)]= f(x) 


L 
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sont donc les points d’affixes 
2kiT 


ae? (REA, 2, ...,p—1), 


a étant un point singulier de la fonction f(x). 
On voit donc que 
AIT 


7 
tee | 


| æ, appartenant a l’ensemble «, et #, étant un des nombres 1, 2, ..., 


— 1. 
| On a, en définitive, 
4 —2h,iT 2(p—h,yin 
= ye B yesmp pels! 
> ‘ La série très simple 
N a 
y= 
u=l 


peut étre regardée comme un exemple de ce fait. 


11. On peut maintenant démontrer le théorème suivant : 


Soit une suite 


LT Kes a | ie 


ne contenant qu'un nombre fini de multiples de chaque nombre pi, appar 
tenant à une suite quelconque donnée de nombres premiers 


Pa Pr» ,. Pis see 


La fonction f(x); représentée par la série 


) An an 


DES | 


a, sur le cercle de convergence, un ensemble non réductible de points sin- 


guliers (*). 
En effet, soit æ, un point singulier sur le cercle de convergence ; 


(1) Un ensemble est réductible quand l’un de sex dérivés ne contient aueun point. 
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à chaque nombre p;(t=1, 2, ...) correspond au moins encore un 
point singulier d’affixe 
2n;iT 
me" 
ann 
et, comme les p;(i = 1, 2, ...) sont premiers, tous les points æ,e l 
sont différents. Il y a donc une infinité de points singuliers sur le 
cercle de convergence et un point limite au moins. 
Désignons par E, EK), E®), … l’ensemble des points singuliers de la 
fonction f(x), et ses ensembles dérivés successifs s’ils existent ; 
démontrons le lemme suivant : 


« Si E” existe et si à chaque point d’affixe P” appartenant à E” et 
à chaque nombre p; correspond au moins un point d’affixe 


2m ,iTt ; ¥ 
P(e p (m; étant un des nombres 1, 2, ..., P—1), 


appartenant lui-même à l’ensemble E”, alors E’+" existe et à chaque 


point d’affixe P(+ appartenant à E’* correspond au moins un point 
d’affixe 


2m iT ; 
Les” Bad : 
P+ ep, (m;=1, 2, ..., pi—1), 


appartenant aussi à E’+"), » 


En remarquant que E°=E possède cette propriété, et en utilisant 
le principe d’induction, on voit que notre théorème se trouve 
démontré. 

Supposons donc que l'hypothèse du lemme énoncé soit remplie. 

Il est évident que l'ensemble E’*" existe. Soit P+" un point de cet 
ensemble. Marquons-le sur le cercle de convergence. 

En ne conservant dans la suite 


Marles Mans 


que les # premiers termes p,, py, ..., Px, & étant quelconque, on peut 
limiter le point P+" sur le cercle de 


extrémités "et e% assez petit pour qu'aucun point de l’ensemble 


convergence par un are G 


E 
E 
a 
7 
| 
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T(r) r) ° a . . - 
E, PU qui se trouve sur l'arc C ne puisse avoir aucun point corres- 
pondant 


2m;iT 


Pore Pl ligne AN) 
sur le méme arc. _ 
Désignons par F une suite de points de l’ensemble E” qui tendent 
vers PU+", Chaque point de F qui se trouve dans (ef, e)(') a son 
point correspondant sur un arc 


( gr mit qu + alt 
E Pm > e Pm 


(Rpts 25 009 Pas M SH 1, 25 0) k) 
au moins. Comme il n’y a pour chaque m qu’un nombre fini d’arcs de 
cette forme, on constate qu’il y a pour chaque p,, au moins un arc 


/ 22m iT 22, tT 
| is rm 2 I i 
.e Pm ,e ee 


qui contient une infinité de points de l’ensemble E” tendant vers un 


on miT 
point de l'ensemble Er+0 __prte/"., & étant arbitraire notre 
lemme est démontré, et avec cela notre théorème. 


42. Nous allons maintenant démontrer le théorème du n° 6. 
Nous procéderons par l'absurde. Supposons que la série 


(1) gr) =Y bie (7) 


n=1 


admette, sur le cercle de convergence, un pôle dont la partie prinei- 


pale est 
Ap 


mide 
2” 


par p + rintégrations successives de la fonction }(a), on obtient une 


(1) On désignera ainsi l’are d’extrémités e?!, ev. 
(2) Foir n° 6. 
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fonction 


F(æ) =. bat (1) 
n=1 
avec un pôle simple d’affixe æ,; par multiplication convenable des 
coefficients b’, et par multiplication de la fonction obtenue dans cette 
opération, par +?" on obtient une fonction 


6(z) -¥ bY, as 


n=1 


qui admet le point d’affixe 1 comme pôle avec la partie principale 


an (à 
et de rayon de convergence 1. 
La différence de deux séries 


La série 


2 
> ? 
An T'u, 


ñn=1 


les a, étant quelconques, admet donc sur le cercle de convergence 
deux points singuliers au moins, ce qui est contraire à l'hypothèse de 
l'énoncé. 


13. Je voudrais, à la fin de ce Chapitre, montrer au moyen de deux — 
exemples que les conditions, d’après lesquelles on constate quelque- 
fois que le cercle de convergence d’une série est une coupure, sont les 
conditions des théorèmes des n° 6 et 11, convenablement particulari- 


(1) A un polynome près. 


j 
+ 
> 
a 
# 
4 
É 
3 
4 
4 
4 
24 
3 
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sées. On constatera en même temps que les conditions qui entrent 
dans les hypothèses de ces théorèmes sont naturelles. 


Premier exemple. — La série 


x 


S i An LPn, 


. . n=! 
ott la suite 
Pis Pas sees) Pay 


est formée des nombres premiers, admet le cercle de convergence 


comme coupure. 
En effet, on sait que si l'on désigne le nombre de nombres premiers 


‘inférieurs à x par T(r) on a l'égalité suivante : 


: T(x 
lim 742) — 3, 
re x 
: logæ 
On voit done que 
9 TT 
lim RUES. 
X 


rs 


et le rapport du nombre de nombres premiers qui se trouvent entre 


Pu— APn Ct Pr + À Pa (A étant quelconque inférieur à 1) sur p, Satis- 
fait à l'égalité à la limite 


lim ae es Pan veo T( Pa— ipa) | =O), 
ME Pa Pn 


ème de M. Fabry ('), on voit que le cerele de con- 


et, d'après un théor 
Cette série satisfait aux conditions du 


vergence est une coupure. 
théorème du n° 11. 


Deuxième exemple. — La série 
xz 


> An T'Y 


LES | 


eee ad 


(1) Annales scientifiques de L'École Normale supérieure, |. 13, 1806. p- 381-382. 
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où la suite de A, est telle que la série 
= I 
> i (s<1) 


soit convergente, adinet le cercle de convergence comme coupure. 

En effet, il est évident que l’on peut former une fonction g(z:) 
d'ordre inférieur à 1 dont les zéros sont wb, Ags soe, A, NU til 
fonction 

S(2y=P aya (+) 
n=1 ~ 
admet un seul point singulier dans le plan tout entier. Ce fait répond 
à la condition du théorème du n° 6. 
D'autre part, n,, étant le nombre és termes À, situés dans l’inter- 


valle 
À <1 (Am— Am er +. WEST, 9 wick 


il est facile de démontrer que 


entraine la convergence de la série 
(A) | us" SA 
ii 


Si, d’autre part, il y avait une suite de A,, 


dinis dint hae cee x 


telle que 
Tu Se (e>0; éæt, 2,3, ..) 


mi 


"RE 


(1) Les 4}, et les À, forment, par leur réunion, la suite de tous les nombres premiers. 


= YR” 


| 
4 
by 
E 
| 
; 
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les termes A, qui se trouvent dans l’intervalle 
(B;) (ani — AAmgs Âm + Ami) (fps...) 
fourniraient pour la série (A) une somme supérieure à 


Nm; > a Ân,E he £ 
AnQ + A) An + A) EE 


En choisissant parmi les intervalles (B;) ceux qui n’empiètent pas les 
uns sur les autres (B,,), on voit que les (B;,) (r = 1, 2; ~»«.), COPTES- 


. 1 es me 
pondants fournissent chacun une somme supérieure à 77>» et la 


série (A) doit diverger; nous sommes donc en contradiction avec l’hy- 


pothèse. 
On voit done que 
Am 


lim— =o 
Am 4 


et le méme théorème de H. Fabry conduit à la conclusion cherchée (‘). 


CHAPITRE V. 


% x 


35 Es 
14. Dans sa Thèse (2) M. Fatou a démontré le théorème suivant : 


soit une série entière 


= 


Ÿ are 
a=1 
dont les coefficients a, vérifient les deux conditions 


1° lima,= 0; 


æ 
29 D | an |, 


n=0 


est divergente. 
Alors il suffit de changer le 


sn pme pe 


de l'École Normale supérieure, |. 13, 1896, p. 381-382. 


signe ‘d’une infinité de coefficients 


(1) Annales scientifiques 
(2) Acta mathematica, t- 30, p- 335. 
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(convenablement choisis) pour que la nouvelle série admette le cercle 
de convergence comme coupure. | 

En faisant ces restrictions relatives aux coefficients, M. Fatou affir- 
mait qu'il est « infiniment probable » que le théorème est vrai pour 
des a, quelconques. Ce théorème général a été établi par MM. Hurwitz 
et Polya ('). ten 

Nous avons déjà indiqué, dans l'introduction, la liaison entre cette 
proposition et l'étude des séries entières qui ont des lacunes. 

Nous verrons plus loin le parti que l’on peut tirer de ce théorème 
pour obtenir des renseignements relatifs aux singularités sur le cercle 
de convergence pour une série entière 


> An x 


n=1 


qui a des lacunes. 

15. Nous allons démontrer dans ce numéro un théorème analogue 
à celui de M. Fatou : 

Soit une suite d'indices 

Pt; May OMIS, 
salis faisant à la condition 
lim(x;,: = n;) =e. 
Soit, d'autre part, un ensemble quelconque non dénombrable de valeurs 


de 9 situé dans l'intervalle (0, 2%); alors la série 


x 


n= 
élant quelconque de rayon de convergence ¢, on peut trouver pour 3 une 
. OR rie ‘ 
valeur particulière +, telle que la série 


4 


3 @,, 2, 


n=0 
RE RE 


(1) deta mathematica, t. 40, p. 159 et 182. 


LL 
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Ou 
(2 Be 
= 1% ! , 2 
An, — Un; ET el ln = y st nm Nj, 


admette le cercle de convergence comme coupure (hy: 


Démonstration. — Remarquons qu’une fonction étant prolongeable 
en dehors a cercle de convergence, est réguliére pour un point 
Waffixe pe’, 4 étant rationnel et 9 le cercle de convergence. Dési- 
gnons par 


F,(x) 2> RER 
n=0 


Li î . 
eue et dm se RU 


. Si l’on supposait qu'aucune série F,(x) n’admit le cercle de con- 
vergence comme coupure, On serait obligé d'admettre que deux fonc- 
tions au moins, par exemple F, (x) et F..(æ), admettent sur le cercle 
‘ de convergence le méme point régulier pet, 4 étant rationnel, car l’en- 

semble des ÿ est dénombrable (*) et celui des 9 est non dénombrable. 
Or ceci est impossible; en effet on voit que la série 


à CL: 


3 : 

r EP) = Be. F,.+ >) an: CPR: — és) an 

2 ret | 

4 « 

, devrait admettre le point pe‘ comme point régulier, ce qui est impos- 


sible d'après le théorème de M. Fabry. 

On voit d’après notre démonstration, que l’ensemble des valeurs © 
de l'intervalle (0, 27), qui ne satisfont pas à notre proposition, est 
dénombrable (*). En effet, s’il était non dénombrable, on pourrait en 
extraire une valeur de 9 satisfaisant a notre proposition. La contra- 


diction est évidente. 


|) = ia a ee eae 


(1) La méthode de démonstration de ce théoreme diffère de celle donnée par M. Hurwilz 
(deta mathematica, t. 40, p- 182) pour le théoréme de M. Fatou et de celle donnée par 
M. Polya (Acta Mathematica, \. 41, p. 106) pour un théorème analogue à celui de 
M. Fatou et le nôtre, en ce que les deux auteurs prennent comme base le fait suivant : 
« un ensemble d'arcs n’empiétant pas les uns sur les autres est dénombrable. 


(2) Voir note précédente. 
(3) Je dois cette remarque à M. P. Montel. 


29% 


ee idee 
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16. Ce résultat peut être relié au théorème bien connu : Le cercle 
de convergence est en général une coupure (‘). L'énoncé de ce théo- 
rème est assez vague, car l’ensemble de séries non prolongeables et 

l’ensemble de celles prolongeables ont l’un et l’autre la puissance du 
continu (Voir à cet effet PozvÀ, Acta mathemauca, t. 41, p.99). Mais, 
en se reportant au numéro précédent, on voit que l’on a obtenu un 
moyen d'exprimer un fait très voisin du théorème en question et qui 
est en même temps très précis. 


Étant donnée une série 


et une suite de n; telle que 
lim(;4,;—n;) = ©, 


—— a 1 
lim ¥ | an; | a 


on peut former une infinité ayant la puissance du continu de séries, 


| eo CES i - < 
4, = ee | el a= az si nen; 
i iy 


telles que les fonctions correspondantes admettent le eercle de convergence 
comme coupure, et une infinité dénombrable ( peut-être méme un ensemble 
fini) de séries de la même forme prolongeables au dela du cercle de con- 
vergence. 


Cet énoncé éclaire en partie le théorème rappelé plus haut. 
Remarquons que 
| a a,x" 


(*) Voici ’énoneé exact de ce théorème : « Si l’on donne au hasard une série de 
Taylor dont le cerele de convergence ait un rayon fini, en général la fonction qu'elle 
représente ne pourra être prolongée au delà de ce cercle »; la signification de l'expres- 
sion « écrite par hasard » est la suivante : « ayant donné les m premiers coefficients, les. 
coefficients suivants n’ont aucune relation particulière avec les premiers (Voir Hapiwanp 
La série de Taylor, etc.) ». ss 


LCA Vee 


— dt: M dan er 2 du 


| 
- 
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étant une série entière, 72,, 724; ..-, Mj, +. UNE suite telle que 


lim(nits — n) = ©, 


il n’y a qu’une seule valeur pour ¢ telle que la série 


DES 


FO ! . 
An, EP An, et a= a, si n hi 


’ 

n admette sur le cercle de convergence que des points singuliers 
isolés (‘). 
Signalons enfin le fait suivant trés curieux. 

- Étant donnée une série à: a,x" (les a, sont différents) et une suite 

* de n; telle que 
lim (77.1 — Nz) =, 
lim ‘/ | an ;| oe -; 
i= P 
on peut trouver dans un cercle de rayon aussi petit que l’on veut une 
valeur de ¢ telle que la série 
dan 


an, (an, + e) ei? et 4, = An st RÉ 


admette le cercle de convergence comme coupure quelle que soit la 
valeur de 9. La démonstration ne diffère pas de celle du théorème du 


n° 15. 


17. En se reportant à la démonstration du théorème de M. Fatou, 
donnée par M. Polya(*), on aperçoit qu’elle pourrait servir à démontrer 
“le fait suivant qui est plus général : Étant donnée une série entière 
(de rayon de convergence fini), on peut changer le signe d'une infinilé 
de coefficients de maniere que la fonction correspondante admette sur le 
cercle de convergence un ensemble fermé quelconque de points singuliers. 


(1) Au lieu de prendre les points isolés, on pourrai faire les hypothèses plus générales. 
On se sert toujours du même procédé en faisant la différence de deux fonctions. 
(2) Acta mathematica, t. 40, p- 179: 
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Je vais modifier la démonstration de M. Polyà, cette modification a 


pour nous quelque intérêt. 

Rappelons pour cela un théorème très général de M. Fabry, dont les 
autres propositions, souvent citées, sont des conséquences : 

y, étant un arc qui dépend de 7, soit S le nombre de changements 
de signe de la partic réelle a, de a,e“™ lorsque q varie de n — An 
à 2 + An (A étant un nombre arbitraire <1 positif, mais fixe). Si l’on 
peut choisir y, en fonction de n de telle sorte que, pour une infinité 


2008% S , 
de valeurs de n, les quantités -L]|a,| et = tendent vers zéro, le 


point s =1 est singulier (‘).. 
Soit alors 


a 
Dew 


n=0 


une série entière de rayon de convergence égal à 1. 
Etant donné sur le cercle de convergence un ensemble dénombrable 


de points 
ei, ei?:, .. eifi,. …., 


admettant notre ensemble comme dérivé. Soit 
Nyy ere Nes Wey, 

une suite ayant les deux propriétés suivantes : 1° 

. x ‘ Ny —— 
(1) lim Vian}: x04 

1=e 
2° Les intervalles 
(njy—Anj, ny+dn;) OF i; pas eT 

n'empiétant pas les uns sur les autres. 

Groupons les indices n; de la manière suivante : 


ny, 
Ns Its, 
a 7, Ms Ne. : 
eee 
| (1) M. Polya se sert d'une modification de ce théorème. Pour notre but, la démonstra- — 
tion même du théorème de M. Fatou par la méthode de M. Polyà exige des compléments. 


ee sidi) à) à dés à à Léa 


. 
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Nous désignerons les nj; de la première colonne par 7,, de la 
deuxième n,,, etc. | m 

A chaque nombre x, faisons correspondre une colonne n;. 

Pour que l'égalité (1) soit vérifiée, il faut nepessuirement que l’une 
des deux égalités suivantes soit vérifiée. 

Ou bien 


lim "1 | ny | =e 


ou bien ri 

——— hj 

int Mle arn 
a,,, étant la partie réelle de ein ani et da, Sa partie imaginaire. 
. Sila première de ces égalités a lieu, il suffit, d’après le théorème de 
M. Fabry, de changer de signe une infinité de coefficients pour que le 
point 1 soit singulier pour chaque série 


>> dE TT Lex, ee 


et le point e*: sera singulier pour la série 


> Gnu 


n=0 


Si, au contraire, c’est la deuxième égalité qui a lieu, il suffit de 


multiplier la série 


2 


~ : 
> An eink a" 


n=0 
par le nombre imaginaire 7 pour retomber dans le cas précédent 
deviendra la partie réelle et nous 


(c’est-à-dire la partie imaginaire 
avons exactement le même cas que nous venons de considérer). Notre 


théorème se trouve ainsi démontré. 


Remarquons que les coefficients dont on change le signe ne sont pas 


complètement déterminés même si la correspondance entre les 
nombres 9, et une suite de n, est déjà fixée. Notre méthode nous laisse 
libres, en quelque sorte, de donner par le même procédé plusieurs 


séries qui jouissent de la même propriété en question. 
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18. Voici une conséquence immédiate de ce théorème : 


Étant donnée une série 


L 1 
s aan” 


assuyettie à la seule condition d’avoir, sur le cercle de convergence, tous 
ses points singuliers isolés, on peut, en annulant une infinité de coeffi- 
cients, obtenir une nouvelle série, admettant tous les points de l’ensemble 
fermé (*) donné comme points singuliers (? ). 


Soient, en effet, 


> nr" 


7 n=0 
la série donnée, 
Ni, Ne, CEE ni, erry 


les indices correspondant aux coefficients dont on change le signe 
pour que les points de l’ensemble donné soient singuliers, et soit 


> a, x" 


la série obtenue après le changement de signe, ona : 


L. 2 Lo 
\' a, xt — n nj 
n TL" = AnLT'— 2 An, 2", 
n=0 n=0 


d’où la conclusion cherchée. 


Cela s’applique en particulier à une série qui admet sur le cercle de 
convergence un seul point singulier, par exemple un pôle simple. 


19. Revenons aux séries qui ont des lacunes, pour démoutrer la 
proposition suivante : 


RQ ST ee TES 


donnée. 
(*) On a ici la même liberté pour choisir les coefficients à annuler. 


(1) Cet ensemble ne doit pas contenir de points isolés identiques a ceux de la fonction 


tie 


1 


PRC à élit ee ae été ris ee ee 
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Considérons trois séries : © 
1° by ana (de rayon de convergence p) 
=1 


possédant une infinité de lacunes telles que pour une suite de À, 


. Ans he sey 
on ait 
lim (À,+1 — LA) =; 


æ 
2° > b,x 3 


t= 1 


+ 


3° ey b,x  (derayonp), 


m1 


les b étant les coefficients (de mème indice) d’une série 
n=0 


admettant un seul point singulier, sur le cercle de convergence, qui 
est pôle simple, et les À sont tels que les trois suites he À, + 1 À 
forment la suite de tous les nombres naturels. 

Je dis alors que : 


La fonction 


a æœ . 
4 
Tr) = ant" + a3 b, a= iF Ee od 
bn=1 m=1 n=0 
admet sur son cercle de convergence un point singulier au moins qui n'est 
pas un pôle. 
Mais la fonction 


(x) y an gn . b, tit a D br 


n =i i=? mal 


peut n'avoir qu’un pôle simple sur le cercle ae convergence (il faut pour 
cela choisir les a,). 


Ce théorème se démontre par la même méthode que celui du n° 1. 
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Onf orme les déterminants 
By, apr 


relatifs aux coefficients c,, et l’on remarque que l'expression 
NE Ame 
ip /TD:,,+2pl 


pour p>o ne tend jamais régulièrement vers = (') (puisque la 
fonction admet un seul pôle sur le cercle de convergence). 
On remarque, d'autre part, que pourp =0, ona 


Ch,y+1 — 9, 
la première partie de notre théorème peut être considérée comme 


démontrée. Quant à la deuxième partie, on voit qu’il y a une série au 
moins, satisfaisant à cette condition, à savoir la séric 


QUE Y baw” 
n=0 < 
(mais il en a une infinité, ce qu'on voit en ajoutant à 9 (x) une série 


oe 
“= . 
> b,,æ'u 


n=1 


de rayon de convergence inférieur à ¢). 


20. Nous allons maintenant résumer les résultats obtenus dans ce 
Chapitre pour les coordonner. 

Il serait très naturel d’adopter la convention suivante : si la somme 
de deux séries entières 


4 ao 

Se \ 
a bic". et à dits 
n= n=0 


de même rayon de convergence représente une fonction dont les seules 
singularités sur le cercle de convergence sont des pôles, on dira alors 
que la singularité totale de la série 


x 
al 
ù i baying 


n= 


(1) Voir Hapamann, Thèse, p. 19-25. 


PE 
+ € 


pee TS EN TS 


ee bé doi) ut La à dt dr 3 di à Dés ES D 
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sur ce cercle est identique à celle de la série 


x 


a wn, 
0 


a= 


On arrive donc à un mode de comparaison des singularités, sur le 
cercle de convergence, des deux sérics. . 

Les propositions des n°* 18 et 19 montrent bien que les singularités 
sur le cercle de convergence des séries de la forme 


formées par les coefficients d’une série 


æ 
> by" 


nt 


qui n’admet qu’un pôle simple sur le cercle de convergence (en annu- 
lant une infinité de coefficients) peuvent, pour caractériser les singu- 
larités, sur le cercle de convergence, servir de mesure à d’autres séries de 


méme ravon de convergence. 
En effet, les trois suites A,, À, et Ay; + 1 ayant le mème sens qu'aux 
numéros précédents, on voit que la singularité totale de la série 


= 
N a phn 
} n 


az 


(a, étant quelconque) ne peut pas être identique à celle de la série 


mats on peut trouver tine serré 


CA 


eo 4 
> An x at 


n= 


(c'est-à-dire on peut choisir les a,), dont la singularité totale soit iden- 
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tique a celle de la série 


4 = 
2 by Lom + S by, +1 x2 n+, 


mat é=1 


~ 


On voit, d’autre part, que les deux séries peuvent admettre tous les 
points d’un ensemble donné comme points singuliers (). 

Si l’ensemble fermé en question était tout le cercle de convergence 
on voit qu'on pourrait comparer, en quelque sorte, la nature de la cou- 
pure des séries 


Dan x (*) 


n=1 


(a, étant quelconque) à celle des séries complètement définies. 
D'autre part, on voit l'influence de la croissance de la suite À, sur 
la nature des singularités sur le cercle de convergence d’une fonction 


= 
Da 
p n=1 


qui a des lacunes. 
Remarquons, enfin, que d’après le n° 15 les modules de tous les 


coefficients étant définis, ainsi que tous les arguments, sauf ceux qui 


correspondent aux indices n,, m2, ..., Rj «.., On voit que toutes les 


séries (obtenues par ce théorème du n° 14) qui admettent le cercle de 


convergence comme coupure et qui sont de la forme 


n=1 


ont une propriété commune. 


(1) En effet, notre démonstration du théorème de M. Fatou, généralisé, montre bicn 
qu’on peut former les deux séries 


eo L 2] eo 
D2 he hm et À Dre æm + D, by +1 Dn! 
mot m=1 3 1=1 


ayant, toutes deux, les points donnés comme points singuliers. 
(2) Si cette série admet le cercle de convergence comme coupure. 
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NOTE. 


1. La série bien connue de M. Fredholm 


Y(æ)=1+arz+axt+...+arat +... 
“(0o<a<1) 


a la propriété de prendre elle-méme, ainsi que toutes ses séries déri- 
vées, des valeurs bien déterminées et continues sur le cercle de 
convergence, quoique ce cercle soit une coupure. 338 

On a donné plusieurs exemples de fonctions analytiques jouissant 
.de la propriété indiquée. 

Il est intéressant de remarquer que, étant donnée une série entière 
quelconque | 


F (2) = An x” 


n=0 


de rayon de convergence fini, on peut toujours indiquer une infinité de 
fonctions 


FE, (æ)=Y ey al 
n=0 


qui admettent les mémes poinis singuliers que la fonction F(x), et qui 
soient elles-mêmes, ainsi que leurs dérivées, continues sur le cercle de 
convergence (quand on s'approche d’un point de ce cercle par une 
courbe quelconque ne sortant pas du cercle). | 
_ La propriété de la série de M. Fredholm offre un cas particulier de 
celle de cet énoncé. | 

Nous nous appuierons sur deux propositions de M. Polya (‘) : 


1° Les r, étant positifs et tels que 


(1) Acta math., t. M, p. 106. 


Ann. Fre. Norm., (3), XL. — DÉCEMBRE 1923. 58 
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on peut former une fonction entière g(z) de genre O, de zéros néga- 
tifs, et telle que g(r)2r,. 
2° La série 


admet les mêmes points singuliers que la série 


+) na hae 


n=0 


Pour établir notre proposition, prenons un nombre positif a supé- 
rieur à un; On à 


oO 


lim log (/ ane = lim POS oer = 


n =— : 
x niogn 
lim Va’ =1 


F(z) => a, x” 


n=0 


et l’on voit que 


Soit maintenant 


une série entiére de rayon de convergence 1. 
On peut donc, d’après les propositions de M. Polya, former une 
fonction entière de genre O et de zéros non positifs, telle que l’on a 


an < _—valogn |, 
To 15 


(1) On peut remplacer les deux théorèmes de M. Polya par son troisième qui est le 
résumé de deux précédents : :, étant une suite de nombres positifs tels que 


2 
. np 
lim Ven = 1, si An x” 
n=0 
une série de rayon de convergence égale à t, on peut former une nouvelle série 
L 2 
(ÈS) 
g(n) 
n=0 


qui a les mêmes singularités que la première et dont les coefficients correspondants sont 
inférieurs à e,. (Si les premiers termes de la suite ¢, sont zéros, les premiers coeffi- 
cients de la nouvelle série sont aussi zéros. ) 


“se > 3 


NP PRIT CR hE bi Sultan) aide deadlil 5 alia 


Ut 
O 
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> . 
D'autre part on voit, que 


— Vnlogn.loga _ 


lim 35 60 
slogn : 


s étant quelconque. 
Et l’on constate facilement que les termes de la série 


— 2102 — Jriogr 
I+a +...+a 


_et, a fortiori, ceux de la série 


art, Jaa | an| 


ga) ga). fF gl) 


décroissent plus vite que les termes de la série 


I 1 I 
=1 


D’ou il résulte que la série 


ainsi que ses séries dérivées, convergent uniformément à l’intérieur 


du cercle de rayon 1 et sur le cercle lui-même. 
Le théorème classique d’Abel suffit pour vérifier notre propo- 


sition (*). 
2. On peut tirer de ce fait quelques consequences intéressantes. 
Soit une série 
F(z) => ano” 
9 n=0 
qui admet sur le cercle de convergence, de rayon p, un point singu- 


lier, non critique P. | 
Supposons, en outre que, à l’intérieur d’un cercle C, ,de rayon p, >, 


Bie a 26 gniggcoh ol Re SS 


n rayon de convergence fini quelgonque est 


(1) La généralisation pour le cas d’u 
évidente. 


30 
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Je point P soit le seul point singulier de la fonction F(a) (une géné- 
ralisation sera évidente). | 

Envisageons sur le cercle C, deux points uqpelronqins A et Be 
menons les deux segments AP et BP formant l'angle a (pour éviter les 
difficultés arrondissons le sommet P de cet angle) (voir fg. 1). 


Fig. 1. ; Fig. 2 


Je dis que l’on peut effectuer sur les coefficients a, de la série 
> a, x" 
rn=0 


une opération telle que pour la série de coefficients transformés par 
l’opération en question, le point P reste encore le seul point singulier 
sur le cercle de convergence de rayon p, et (si le point P est essentiel) 


ce n'est que dans l'angle APB que la fonction représentée par cette 
nouvelle série prend une infinité de fois, dans tout cercle de centre Fe 
toute valeur finie ou infinie, sauf deux valeurs exceptionnelles au plus. 
[Si la figure est faite de telle manière que, près du point P, la cou- 
ronne entre C et C, soit deux fois couverte (fig. 2) ('), le point P 
devient critique. | 
Soit, en effet, T le contour fermé entourant le domaine A. 
MR a. Dinde Ne a mel ee io ee : 


(1) La figure 2 montre seulement le voisinage du point P. 
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Soit, en outre, 


K=s(e=D peer, 


n=1 


la fonction qui effectue la représentation conforme de À sur un cercle 
de centre O et de rayon 1. 
La fonction 


F(z)=F(X)=Ÿ bn 2" 


n=0 


admet sur le cercle de convergence de rayon 1 un seul point singulier 
d’affixe P,; on pourra donc former une fonction 


À 
F,(X) = > — X" (*), 
meet & (n) 


qui a la propriété, indiquée dans la proposition, démontrée au n° 1 de 
cette Note. 
D’autre part, on sait que les coefficients de la série 


F(z) ay An x" 


n=0 


satisfont aux égalités suivantes (2) [en remarquant que f(o)= 0]: 


(Ao) ay — bo, 

(Ai) di = bis 

(Az) CEE bi: + bsyis 

(Ah) de ils tout bye 


Les nombres y et « étant connus on peut déterminer les b de 
proche en proche, par les équations (A, )- 


~ Seat 


(1) g (4) étant convenablement choisie. 
(2) Voir GoursaT, Cours d'Analyse, 1.1]. 
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On obtient les coefficients a, de la fonction 


F(z) =F,(X)= i ass" 


n=0 


bn 


en remplaçant dans les égalités (A,), ..., (An), -.., les b, par ries” 


Cette fonction F,(a) a bien la propriété indiquée au commencement 
de ce numéro. 
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